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Objectivos:

Estabelecer um método de analise da estabilidade de
sistemas realimentados, quando um dos seus
parametros varia, atraves do lugar geomeétrico
desenhado pel os seus polos.

Paratal:

i. Estabelecer um quadro de referéncia paraaanalise;

ii. Estabelecer aideia do método a partir da nogéo de
lugar geométrico dos polos;

iii. Estabelecer propriedades do lugar deraizes que
serviréo de base a sua construcéo.

iv. Estabelecer uma sequéncia de construcao do lugar.
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Quadro de referénciaparaaanalise (1)

Consideramos um sistema de controlo ‘feedback’ de uma
instalacdo af ectada por uma perturbacéo:

Referéncia

Controlador

Comando

Perturbacdo

Variavel controlada

Instalagéo

Sensor

Nota 1: consideramos o ‘ Actuador’ inserido na‘ Instalagéo’ .

Nota 2: Se o actuador for descrito por um modelo estético, podera, em
alternativa, ser considerado como inserido no ‘ Controlador’. Neste
caso avaridvel ‘Comando’ serd, de facto, avariavel ‘Manipulagéo’.
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Quadro de referénciaparaaanalise (11)

Estabelecemos o seu modelo em termos de funcdes de
transferéncia:

R(s)

E()

J' Perturbagdo

comando | | verisvet convaga

Referén mmrmadml | Instalagéo |

ca
==

Y(s)

Gc(9)

C(9

G1(9
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Quadro de referénciaparaaanalise (111)

A partir do modelo anterior estabel ecemos um novo
modelo com realimentacg&o unitaria e uma entrada.
Exemplo:

R, |

KG(S) = G.(8)G1(9G2(S) (g = NS) - (5= 2)(s- 2)...(5- 2,)
D(s) (s- pI(s- P.)...(s- p,)

A ideiado método (1)
Dado o sistemanaforma:

R(s)

|}:|
o)

O
<
@

A suafuncdo de transferéncia Y(s)/R(s) é:

C)
Y(s) _ kG(s) ou Y(s)_ D(s) _ kN(s)
R(s) 1+kG(s) RS 141 NS D(9)+kN(9)

D(s)




A ideiado método (1)

N@E
* De RO/ YO . DO __ _Ws
R (@ke@) * R 1+k% D(9) +kN(9)
D(s

* Segue-se que os podlos do sistema em malhafechada
S80 as raizes da equagdo - dita equacao caracteristica
do sistema:

1+kG(s) =0

* Que também se pode escrever como:

D(s) +kN(s) =0
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A ideiado método (111)

* Considerando a equagéo caracteristicade Y(s)/R(S):

D(s) +kN(s) =0

* Torna-seevidente que o valor dos pélos do sistema
depende do valor de k.

* Segue-se que sefizermos variar k de 0 a+¥, os pélos do
sistema realimentado tomaréo todos os valores possivels
consistentes com a realimentacéo negativa (se k fosse
negativo teriamos realimentacdo positival).
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A ideiado método (1V)

Tomemos entdo o conjunto dos pontos (ou lugar
geomeétrico) no plano s, ocupado pelos polos do sistema
com equagdo caracteristica

D(s)+kN(s)=0

guando k variade O a+¥ .
Este conjunto é chamado o lugar de raizes do sistema.

A importanciado lugar de raizes de um sistema
realimentado, advém de podermos obter muita informacéo
sobre a sua estabilidade por inspecgéo visual do lugar.
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Construcao do lugar de raizes
- Exemplo por via analitica (1)

Uma das possibilidades para determinar o lugar deraizes é
calcular analiticamente a expressdo dos polos em funcéo de k.

- 2 6= B=1¢
Vejamos um exemplo. Sga: st+a g T

Ent&o a equagéo caracteristica do sistema realimentado é:
(sta)+k=0 ou s+a+k=0
E a expressdo do unico pélo vem:

s=-(a+k)
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Construcao do lugar de raizes
- Exemplo por viaanalitica (1)

* O lugar de raizes tem ent&o 0 seguinte aspecto:

jw

k2 oA

* O lugar de raizes € uma semi-recta que comega em -a
guando k = 0 e se dirige para - ¥ . Portanto:
— o sistema é estavel para qualquer valor de k (positivo).
— amagnitude do pdlo torna-se cada vez maior e logo a duragdo do
modo proprio cada vez menor, a medida que k aumenta.
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Construcao do lugar de raizes pelas suas
propriedades

* A expressao analitica das raizes da equagdo caracteristica
guando G(s) é um sistema de segunda ordem janéo é
simples.

. ~ . - S+1
Que dizer entdo de (!): |G(S) S(s+2)(s+3)

* Claramente necessitamos de um método alternativo!

* O método comunmente usado para avaliagao e tracado
gréfico de um lugar de raizes, utiliza um conjunto de
propriedades do lugar, que estudaremos em seguida.
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Condic¢des do modulo e do argumento

A equacao caracteristica pode escrever-se: | 1+kG(s) =0

Claramente, a partir dela podemos pér: G(s)=-1/k

A Ultima expressao diz-nos que o0s polos do sistemaem maha
fechada, sdo, para cadavalor de k, exactamente aqueles valores
de sque fazem G(s) = -1/k.

Mas G(s) e -1/k sdo nimeros complexos. Entdo também se
deve verificar, para qualquer pélo da equacdo caracteristica:

|G(S)| —1/k Condic&o do arg(G(s)) :p Condic&o do

maodulo argumento
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Propriedades do lugar de raizes

As condigdes do médulo e do argumento
permitem deduzir um conjunto de
propriedades do lugar de raizes.

Seguidamente, apresentar-se-80 as
propriedades de uso mais comum na
construcdo de um lugar.
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Propriedades do lugar deraizes- 1

O nimero de ramos do lugar de raizes iguala n,,0
numero de pdlos de G(S).

kA o &)
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G(s) = 1

G(s) =

s+a

1
(s+a)(s+b)

Propriedades do lugar deraizes- 2

Os ramos comegam nos polos e terminam nos zeros

(finitos ou infinitos) de G(s).

lugar de raizes

G(s) =

G(s) =

s+b
s+a

1
(s+a)(s+b)




Propriedades do lugar de raizes - 3

° Sgan,o numero de zeros de G(s) ee = n,—n, 0 EXCESSO
polo-zero de G(s). Entdo o nimero de ramos que vao para
¥ igualae.

s+1 ;
= W
w () S+2+s+l ° :
2|
ml 3
a b 3 S
S]
¥ * 20 T
£ )
2|
G(9)= 7
+a)(s+
(S a)(s b) -4 3 2 1 0 1 2 3 4
Real Axis
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Propriedades do lugar de raizes - 4

* Osramos que vao para ¥, fazem-no segundo assimptotas
cujos angulos f , com o semi-eixo real positivo sdo dados por:

2q+1, _
f=""r-180 9=01,...,(n,- n,- 1)
n _ s+1 iw
" (5= S+2+s+1
P
a|-b |s Nz
=¥ — S
k
G(S) =7~
(= (sra)(s+b)
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Propriedades do lugar deraizes- 5

O centrdide, s, das assimptotas € dado pela
eXpressao:

A (pdlosdeG(s))- g (zerosdeG(s))
e

Sog~=

Com e sendo 0 excesso pélo-zero.
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Propriedades do lugar deraizes - 6

Os pontos de disperséo ou convergéncia de ramos no eixo
real correspondem a minimos ou maximos de k e podem
ser encontrados, resolvendo:

e

dg= =~ =
k& G95_
ds ds
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Propriedades do lugar de raizes - 7

O lugar deraizes no eixo real tem a sua direita um nimero
impar de polos e zeros de G(S).

s+b
s+a

G(s) =
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Propriedades do lugar de raizes - 8

O lugar de raizes & simétrico em relacdo ao eixo
real.
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Seqguéncia de construcéo

1. Marcar os polos e o zeros de G(S).
2. Marcar o lugar no eixo real.

3. Em cada seccao do lugar no eixo real, marcar o
sentido de deslocamento dos pdlos, quando k
aumenta.

4. Tragar as assimptotas.

5. Tracar as secgoes dosramosforado eixo real e, em
cada um, o sentido do deslocamento dos pdlos.

6. Senecessario marcar 0s pontos de convergénciae
divergéncia dos ramos no eixo real.
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