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APENDICE A

NUMEROS E FUNCOES
COMPLEXAS

1. Numeros Complexos

Um ntmero complexo s ¢ uma entidade matematica que se pode representar por um par
ordenado de nlimeros reais a e b, nas seguintes condi¢oes:

s = (a,b) aeR, beR

(a,b)=(c,d)y«>a=crb=d

(a,b)+(c,d)=(a+c,b+d)

(a,b)(c,d)=(ac—bd,ad +bc)

(A.1)

Exemplo A.1

(2%,1) = (4,sen’ (x) + cos’ (x))
(5,5)+(-5,-5)=(0,0)
(1,2)(0.2,—0.4) = (1,0)

A esta forma de representacao de numeros complexos chamaremos cartesiana.

Existéncia de elementos identidade.

Os numeros (0,0) e (1,0) sdo os elementos neutros ou elementos identidade
respectivamente da adi¢do e da multiplicagao.

Existéncia de simétrico e inverso.

O ntimero (—a,—b) ¢ o simétrico de (a,b). Para todo o s # (0,0), o seu inverso existe. O
inverso de (a,b) representa-se por (a,b)” ou 1/(a,b) e tem-se que:

! ( a b j (A.2)

(a,b) - a*+b* a’ +b*
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Componentes de um nimero complexo

O primeiro componente do par s =(a,b)diz-se a parte real do nimero complexo. A
segunda componente diz-se a parte imaginaria do nimero complexo. As fungdes Re(s) e
Im(s) sdo entendidas retornar, respectivamente, a primeira ¢ segunda componente de s.

Podem ser definidas por:
s=(a,b) > Re(s)=a

s=(a,b) > Im(s)=>b

O estudante ndo deve atribuir importancia as designacdes de ‘real’ e ‘imagindria’ que

(A.3)

tém razdes historicas internas ao desenvolvimento da Matematica. Em Electrotecnia, os
nimeros complexos s3o usados, por exemplo, para representar o valor de impedancias. Os
valores das duas componentes de uma impedancia podem ser medidas ou determinadas, a

parte ‘imagindria’ tendo um valor tdo real como o da parte ‘real’.

Exemplo A.2: Impedincia de um circuito RL

O circuito, R L
—— D ——
—I>
v >

com I e V corrente e tensao sinusoidal de frequéncia angular @, tem por impedancia Z = (R,wL). A

primeira componente — resisténcia — de Z tem o valor R e a segunda componente — reactdncia — tem o
valor @wL. A resisténcia pode ser determinada aplicando ao circuito uma tensao constante, medindo a
intensidade de corrente resultante ¢ dividindo o valor da tensdo pelo da corrente. Os instrumentos que
realizam esta determinagdo (a que comunmente se chama medida da resisténcia) sdo os ohmimetros.
Se o valor de R for diferente de 0, o valor de wlL pode ser determinado ou medido, aplicando ao
circuito uma tensdo sinusoidal, medindo o dngulo ¢ de desvio da corrente sinusoidal resultante em

relagdo a tensdo e multiplicando R pela tangente de -¢.

Representacio geométrica

Entendendo-se os numeros complexos como pares de numeros reais, pode usar-se o
plano cartesiano para representar niimeros complexos como pontos. O niimero complexo

s = (o, w) representa-se como um ponto de abcissa o e de ordenada .

Exemplo A.3

Os niimeros complexos referidos até agora representar-se-d3o como na Figura A.l. Estdo também

representados os nimeros (0,1),(-1,0),(0,-1).
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Figura A.1 Representaciio de nimeros complexos no plano com um referencial cartesiano. E também
usual referir esta representacdo como representacdo no plano de Argand ou no plano complexo. Em

Electrotecnia diz-se também plano s e designa-se o eixo das abcissas por o e o eixo das ordenadas por j.

O conjunto dos niumeros complexos designa-se por C. O subconjunto de C que contém
todos os niimeros complexos da forma s =(a,0) designa-se por C,. A func¢do f(a)=(a,0)
tem dominio em R e contradominio em C,. Esta fungdo estabelece uma correspondéncia de
1 para 1 entre os nimeros reais € 0os numeros complexos com segunda componente nula.
Tem-se ainda que:

(a,0)+(b,0)=(a+b,0) e (a,0)(b,0)=(ab,0). (A4)

Ou seja, a adigdo e a multiplicacdo em C, preservam a correspondéncia de 1 para 1
acima. Estas razdes sugerem que se convencione escrever a em vez de (a,0), para
simplicidade de notagdo. O que se faz usualmente, mas cujo significado importa ter em conta:
sempre que numa expressao envolvendo niimeros complexos aparece um nimero a, tome-se

atencdo se significa um numero em Rouem C,.

O numero complexo j ou unidade imaginaria

O numero complexo (0,1) representa-se habitualmente em Electrotecnia por ;.
Frequentemente ¢ chamado de unidade imaginaria. Tem propriedades de interesse. Por

exemplo:
(0,1)*> =(0,1)(0,1) = (0-0—1-1,0-1+1-0) = (=1,0)
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Esta propriedade e o uso da notagao simplificada acima explica porque as vezes se
encontram expressoes que podem entender-se como absurdas, por exemplo:
j=+J-1.
Se na expressao acima se ler ‘—1° como o numero real —1, a expressao ¢ absurda porque a
funcao +\/6 ndo ¢ definida para numeros negativos (a raiz quadrada positiva de —1 ndo

existe). Para que a expressdo tenha significado, € preciso ler ‘~1° como o nlimero complexo

(—1,0). Ou seja
Jj=+4/(-1,0).

Outra propriedade de interesse ¢ a seguinte

Jj(@,0)=(0,1)(®,0) = (0, ). (A.5)
A multiplicagdo por j; de um numero representado no eixo real corresponde
geometricamente a rodar o ponto que o representa de um arco de 90° em torno da origem.

Esta propriedade generaliza-se para qualquer complexo s, ndo apenas os pertencentes a C,, :
Jjs=(0,)(o,w)=(0-w,0-0)=(-w,0) (A.6)
Pode verificar-se que (o,®) e (—w,0) sdo os extremos de um arco de circunferéncia de
90° em torno da origem. Como tal os segmentos de recta definidos por cada um dos numeros

e a origem sao perpendiculares.

A representacio o tjw
A propriedade (A.5) permite escrever:

(0,0)=(0,0)+(0,0) = (c,0)+(0,1)(®,0) = (5,0) + j(@,0). (A7)
Utilizando a notacdo simplificada descrita acima, isto ¢, o =(0,0)e @ =(w,0), pode

entao escrever-se
(o,0)=0+ jo (A.8)

A representacio polar r<6

Um nimero complexo pode ser entendido como instru¢des para achar um ponto no
plano. Suponha-se uma pessoa situada na origem do plano s. A pessoa deve deslocar-se até ao
ponto que representa o numero (o,®) ou o+ jo. Para o fazer desloca-se de o no eixo das
abcissas e a seguir de @ paralelamente ao eixo das ordenadas.

A pessoa pode fazer tal com outros movimentos. Pode, colocando-se inicialmente de
forma a ‘olhar’ ao longo do eixo das abcissas, rodar de um angulo @ e a seguir deslocar-se de

uma distancia . Veja-se a Figura A.2.
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Figura A.2 Representacio polar de niimeros complexos. Nos exemplos representados tem-se 7 =+/3> +2° ,

6, =atan(2/3), r, =N3> +1°, 6, = atan(-1/-3)

Assim, um numero complexo (o,®) ou o+ jo pode alternativamente representar-se

pelo par £ @, dito representacdo na forma polar, se
r=vJo’+a’

w
0 = atan —
o

(A.9)

Aos valores r e @ chamam-se respectivamente o modulo € o argumento do niimero
complexo. As fungdes |s| e arg(s) sao definidas como retornando o modulo e o argumento do
numero complexo s.

Inversamente, se um nimero complexo estiver representado na forma polar r£6, ele

pode alternativamente ser representado por (o,®) ou o+ jw se

o=rcosd
(A.10)
w=rsend
As equacdes (A.9) definem a transformagdo da representacdo cartesiana na representacao

polar. As equacdes (A.10) definem a transformagao inversa.
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Funcao exponencial de um nimero complexo

Como definir a fung¢do exponencial de um numero complexo s? Recorrendo a

representagdo cartesiana podemos comegar por escrever
e =e’”,

Uma propriedade que certamente se pretende ¢ a da validade da lei dos expoentes, isto €:
e =%’

A interpretacdo de e ndo oferece dificuldades: ¢ um numero real ou um nimero
complexo em C,. A questdo é: como interpretar ¢/” de forma a que as propriedades da
exponenciacdo em R sejam transpostas para C? A resposta foi encontrada por Euler que
definiu

e’ =(cosw,senw) =cosw+ jsen @ . (A.11)

Esta defini¢cdo tem as importantes propriedades:

Vo,|e™| = Vsen? @ +cos’ @ =1

(A.12)

4 sen @ :
Vw,arge’” = atan = atan(tan w) = @

COS @
Portanto e’ =1£w, ou seja, ¢’ é sempre um numero complexo situado na
circunferéncia de raio unitario do plano s e que define um raio desta que faz um angulo @
com o semi-eixo positivo o. Por exemplo:
e’’ =(1,0)
/™ =(0,1)=j
e"=e " =(-1,0)=j’
o/3™) _ (0,~1)=—j = j—l
e’*" =(1,0) = j*
Sejam dois numeros complexos e’* e e’” . Como a defini¢io de Euler preserva a lei dos
expoentes deve ter-se que
e/l — I8+t _ i(G+0) (A.13)
Ou seja o produto de dois complexos situados na circunferéncia de raio unitario do plano
s € um complexo situado na mesma circunferéncia e cujo argumento ¢ a soma dos argumentos
dos factores.
De acordo com a defini¢dao de Euler tem-se em geral que para um numero complexo s

o+ jo o _jo

e’ =e =e’e’” =e’(cosw+ jsen ). (A.14)
Devera agora ter-se que

‘e“”’”‘ = \/(e“)2 cos’ w+(e”) sen’ w = e’

| - (A.15)
arge”’” = atan &9 _

e’ cosw
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Forma exponencial de representacio de nimeros complexos

As equagdes (A.14) e (A.15) sugerem uma outra forma de representacao dos numeros
complexos, dita forma exponencial. Seja um nimero complexo s representado na forma polar

por 746 .0 modulo e o argumento do nimero complexo expresso por re’’ sdo

‘rej ‘9‘ =r
(A.16)
argre’’ =0
Portanto
r&6=re’
A forma exponencial mostra que a multiplicagdo de dois complexos expressos nesta
forma ou na forma polar é muito simples de calcular. Sejam os niimeros re’” e r,e’”:
re’re’” =rre’e’” = rre’ % (A.17)
Portanto
h&0, 1,40, =rn£(6,+6,) (A.18)

Ou seja para se multiplicar dois nimeros complexos na forma polar, multiplicam-se os
modulos e somam-se 0s argumentos.

Resumindo, neste momento dispomos de 4 formas de representacio de numeros
complexos. Se as relagdes em (A.9) ou em (A.10) se verificarem, entdo um numero complexo

s pode ser expresso como
(c,0)=0+ jo=r£L0 =re’” (A.19)

Nuameros complexos conjugados

Se s=0+ jw o complexo conjugado de s ¢ o nimero s*= o — jw . Geometricamente s*
corresponde a reflexdo de s ao longo do eixo o A definicdo implica as seguintes
propriedades para os conjugados:

(s, +5,)*=s *+s5,* (5,8,)* =15 *s5,* ss* = ‘sz‘ (A.20)

Referéncias
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Exercicios

1. Sejam os numeros complexos x=a+ jb e y=c+ jd . Tem-se que:
() xy=(ac—bd)+ j(ad +bc)
() xy=(ac+bd)+ j(ad —bc)
() xy=(ad —bc)+ jlac+bd)
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2. Seja o niimero complexo 47 /4. E igual a:
()4+jrx

( ) 26]71/4
()2+,2
( ) 4ejzr/4

3. Seja o numero complexo e’ . E igual a:
() cosw+ jsenw

() 1£Lw
() o+ je*

4. Seja a funcdo complexa de variavel real z(¢) = Se’* . Tem-se que:
() Vt,|z(n]=10

() Vi,|z(0)]| =5

() Vtargz(r)=2

() Vtargz(t) =2t

5. Seja o nimero complexo x =a+ jb . Escreva a expressdo deste nimero na forma polar (médulo e

argumento) e na forma exponencial.

6. Seja o nimero complexo x =rx6 . Escreva a expressdo deste nimero na forma cartesiana e na

forma exponencial.

7.Sejam os numero complexos x; =rX6, ex,=r,X0,. Escreva as expressdes de
*

.
V=X Xy, Y ,Z=—,Z .
X

. /. 6, i02 ~
8.Sejam os numero complexos x, =re’ ex, =rne’ Escreva as expressdes de

* *
V=XX),Y ,Z=—,Z .
1

9. Para cada uma das seguintes fungdes, escreva a sua assinatura. (Exemplo: a fungdo expressa na
alinea a) tem por assinatura z: R — C )

a) z(t) =S¢’

b) z(s)=5(s+1)"

c) x(¢)=Re(10e’)

d) y(t) =Im(10e’*)

e) r(s)=[5(s+1)|

) 0(s) =arg(5(s +1))
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10. Determine a expressdo e faca graficos em perspectiva do mddulo e argumento das seguintes

fungdes:
Z:
Z:
z=5"
z=5
1
z=—
s
1
Z:
s+a
1
zZ=—
S2
1
Z=——
s+’

1
z=
(s+o0+ jo)s+o—jow)




