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DINAMICA LIT DE SISTEMAS

Objectivos Modelo LIT SISO de ordem n. Problema da previsdo do comportamento do
sistema. Modelos LIT no dominio s. Transformada de Laplace. Resposta
forcada e funcdo de transferéncia. Pblos e zeros. Problema da analise da
influéncia dos pardmetros no comportamento de um sistema. Resposta ao
Dirac e fungéo de peso. Comportamento estavel e instavel. Estabilidade estrita
e marginal e critério de estabilidade. Regime transitério e regime permanente
em respostas a entradas lineares. Ganho em regime permanente ao degrau e
a sinusoide. Respostas livre e ao degrau de modelos de primeira e segunda

ordem. Algebra de modelos no dominio s.

3.1 Modelos LIT em previsao de comportamento

O resultado de um processo de modelizagdo de um sistema, em que ndo ha fenémenos de
transporte e que aceita um modelo LIT SISO, ¢ uma equagdo diferencial de ordem n. Seja
qual for a equacdo que se obteve, ela deve poder ser normalizavel como um caso particular da

seguinte expressao geral.

n n—1 m m—1
d y+aHd _Jl}+ ..+a1d—y+a0y=bmd u+bm71d “
dt" dt" dt dt dt

du
+-~+blz+bo“ 3.1

Nesta equagdo ¢ obrigatoriamente n>m, caso contrario o modelo ndo sera causal. O
valor de n ¢ dito a ordem do modelo. Como podemos utilizar uma tal equacao?

No primeiro capitulo, disse-se que os modelos se usam para predizer (ou prever) o
comportamento dos sistemas. Nesta seccdo, vamos estudar uma maneira de formular este
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problema. Nao ¢ facil formular um problema, independentemente dos métodos de solugdo de
que se dispoe para o resolver — e nao o tentaremos fazer aqui. Assim, vamos formular o
problema da predi¢do ou previsdo do comportamento de um sistema, pressupondo que
dispomos, ou que nos ¢ possivel vir a dispor, de um modelo LIT para o resolver. Mais
precisamente, um modelo da forma (3.1)".

Um modelo comportamental tem varidveis de saida e variaveis de entrada, se for externo.
Tem também variaveis de estado se for interno. Em qualquer caso, as varidveis de entrada
ndo podem ser consideradas como definindo comportamentos do sistema, porque, por
definicdo, a sua evolugdo ¢ determinada por causas exteriores ao sistema. Segue-se que o
comportamento de um sistema, que um modelo retrata, ¢ definido pelas » variaveis de estado
do modelo. Um modelo externo ndo tem variaveis de estado, mas, sendo linear, a saida y(¢)
mais as suas derivadas at¢ a n—1 podem funcionar como tal, para definirem o
comportamento.

Qualquer problema de previsao se poe a partir de um instante de inicio de contagem do
tempo . Este ¢ dito o instante inicial. Porque o modelo é invariante no tempo?, os resultados
que o modelo daré, como previsdo do comportamento, ndo serdo afectados pelo valor que se
atribui a #,. Entdo, podemos assumir i) 7, =0.

Assumimos também ii) que, neste instante, o valor das variaveis de estado ¢ conhecido.

Se estivermos a lidar com um modelo SISO, assumimos que o valor do vector

YO =[y@) y'(@) - "], (3.2)
formado pela saida y(z), mais as suas derivadas at¢ a n—1, ¢ conhecido para o instante 0.

Isto é:

Y0 =[(0) ¥'(0) -+ " P(O]=y, =y, ¥y = w5 "1. (33)

Assume-se também iii) que o valor da variavel de entrada u(f) é 0 para 1 <0.

Podemos agora por o problema da predicdo ou previsdo de duas formas. Na primeira
assumem-se as condicoes:

iv) y(0) # 0 (a saida ou alguma das suas derivadas at¢ & n—1 ndo sdo 0 para  =0);

v) u(t)=0 parat>0.

1 ~ . . . . ~ . L,y . . ~
Isto ndo significa que as ideias apresentadas ndo sejam validas, com eventuais modificagdes, para o caso
de outros modelos serem necessarios para descrever o sistema.

? Esta afirmagdo demonstra-se, mostrando que a previsio gerada s6 depende da diferenca t,—t, e ndo de
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Esta situacdo corresponde a o sistema estar em movimento em ¢=0 e ser deixado
evoluir sem aplicacdo de um estimulo externo da nossa parte.

O problema é: qual a resposta livre do modelo: y(t) =y, (¢)?

A Figura 3-1 ilustra esta forma do problema de previsdo. Na pratica, o problema ¢ mais
favoravel do que enunciado acima, pois existe um instante de tempo final 7, , para a previséo,

que ¢ também a medida do seu intervalo 7, -7, =1¢,.

= ¥
ALY
, »
(1), t<0 Yo =
Yo =
— (1) 0 ;'33-':‘—':':'3_'!
SAERE
Yo _'3
=2
=
Y le
t0=0 t[

Figura 3-1 Ilustra¢do do problema de previsdo de comportamento: resposta livre. Conhecem-se os n valores de
y(t) e das suas derivadas até & n—1no instante 0. Presume-se que y(¢)e as suas derivadas até a n, ndo sdo

influenciadas por variaveis de entrada: 7<¢, > u(f)=0 Pretende-se uma predi¢do ou previsdo de y(f) no

intervalo [0,7,].

Na segunda forma, as condigdes iv) e v) sdo diferentes

iv) y(07)=0 (asaida e as derivadas até a n—1 sdo 0 para 1 <0);

v) u(t)=u,(t) para t=0.

Esta situacdo corresponde a o sistema estar imével’, e ser submetido a um estimulo
especifico: a varidvel u(z) passa a evoluir ao longo do tempo como a fungdo u, ().

O problema é: qual a resposta for¢ada do modelo: y(¢) = y.(¢)?

A Figura 3-2 ilustra esta forma do problema de previsao.

* Como a entrada u(f) ¢ 0, a derivada de ordem n na equagio (3.1), também o sera.
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Figura 3-2 Ilustragdo do problema de previsdao de comportamento: resposta for¢ada. Conhecem-se os n valores
de y(7) e das suas derivadas até 2 n—1no instante 0~ e estes sio todos nulos. Esta situagdio é um ponto fixo do
comportamento do sistema se ele aceita o modelo (3.1). O sistema estd e esteve imovel: 1<0— y(f)=0 .
Pretende-se uma predig@o ou previsdo de y(#) no intervalo [0,7,] conhecendo-se a evolugdo de u(f) no mesmo

intervalo.

A previsdo tanto podem ser dada quer como uma func¢do do tempo continuo y,(?),
Y-(t), quer como uma fun¢do do tempo discreto y,(¢,),y-(¢,). As ultimas podem ser
produzidas por modelos em tempo discreto, usados em computador para simulagdo — a
simulagao produz a previsao.

Um modelo LIT do tipo (3.1) gera como previsdao uma fungdo do tempo continuo em
forma fechada. Quer isto dizer que y(¢)¢é dada por uma expressdo simbolica (de tamanho
finito) em que y depende explicitamente de ¢ (em 0 a f). Por exemplo, uma soma de

exponenciais e fun¢des poténcia’ do tempo.

y,(t)=-2e"+5+0.01t+0.01e™" (3.4)

Admitiremos que se podem admitir como previsdes também expressdes em que o0S
valores dos pardmetros do sistema ndo sdo conhecidos. Por exemplo, uma fung¢do sinusoidal

de amplitude crescendo linearmente com o tempo, mas cuja frequéncia se desconhece:

yp(t)=tsenwt. (3.5)

Estas previsoes, dependentes de um ou mais pardmetros, sdao uteis de varias formas. Por

exemplo, neste caso, indicando que é necessario medir ou calcular @ para obter uma previsao

* Neste caso: 5=5¢°, 0.01z =0.01¢'
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concreta. Supondo que o resultado da medida seria 5, realizar uma previsdo, semelhante a

indicada na Figura 3-2, seria possivel a partir da expressao

y-(t)=tsen5t (3.6)

Estando y expressado desta forma, ¢ possivel indicar o valor de y para valores de ¢
arbitrario — por exemplo para os instantes 7, das sequéncias y,(t,),y.(t,). Também ¢
possivel determinar qualquer modelo discreto que se deseje, a partir do modelo continuo,
desde que u(¢) seja conhecida em cada intervalo de tempo ¢, —¢, .

Para se explorar esta capacidade dos modelos do tipo (3.1) de produzir predi¢des
simbolicas e explicitas em relagdo ao tempo, ¢ possivel usar a teoria classica de solugdo de
equacdes. Pode reconhecer-se que, na linguagem desta teoria, a solucdo da equagdo
homogénea para condic¢des iniciais conhecidas, produz uma previsao de resposta livre, e o
encontrar uma solugdo particular, corresponde a produzir uma previsao da resposta forcada.

Neste livro vamos explorar ferramentas mais poderosas, para resolver este e outros
problemas. Estas ferramentas sdo um outro tipo de modelos LIT que ainda ndo apresentamos:

os modelos na variavel complexa s, modelos no dominio s ou modelos em Laplace.

3.2 Modelos LIT no dominio s

Os modelos LIT no dominio s podem por-se em correspondéncia com os modelos LIT no
dominio do tempo. Modelos como o dado pela equacdo diferencial (3.1) ou outros, sdo ditos
no dominio do tempo, porque as evolugdes das varidveis comportamentais do modelo sao
expressas por fungdes (reais) do tempo (real), como nos exemplos (3.4) e (3.5).

Nos modelos no dominio s, as evolugdes das variaveis comportamentais do modelo sao
expressas por fungdes complexas da variavel complexa s. Fung¢des correspondentes as
evolucdes nos exemplos referidos acima, sdo:

-2 1 0.01 0.01
+ + ~+ :
s—(-1) s=0 (s—=0)" s—(+0.01)

Y, (s) = (3.7)

S

Y, (s)=———.
T

(3.8)

E costume escrever a primeira sem explicitar as raizes dos denominadores:

Y (s)= -2 +l+0'01+ 0.01 (3.9)
. s+1 s §° s—0.01" '
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Como estes exemplos mostram, os simbolos usados para as varidveis no dominio s,
utilizam a mesma letra que a usada no dominio do tempo, mas sdo sempre letras maitsculas.
Excepcao ¢ a propria variavel s, que tem uma funcao analoga a de # no dominio do tempo.

A chave para estabelecer as tteis correspondéncias entre modelos nos dois dominios ¢ a
transformada de Laplace. Esta ¢ algo semelhante a um operador temporal na medida em que
associa univocamente a uma fun¢do outra funcdo. Mas enquanto um operador temporal

associa a uma fung¢do outra fun¢do do tempo, por exemplo,

Lo A

3.10
dt dt 310

a transformada de Laplace associa a uma fun¢do do tempo uma fun¢do complexa de varidvel

complexa:
L:f(t)— F(s) (3.11)

A transformada de Laplace a direita® de uma funcio f(f) é definida pelo integral

seguinte, em que s € a variavel complexa:
_E(jln):jjlﬂe“%ﬁ. (3.12)
0

Restringiremos a aplicagdo da transformada de Laplace a fungdes causais do tempo, isto
¢, a fungdes que satisfazem

V<0, f(t)=0. (3.13)

Se o integral em (3.12) converge, entdo a transformada de Laplace existe e ¢ uma fung¢ao

complexa de variavel complexa F'(s):

L(f@®)=F(s).

Exemplo 3-1: transformada do degrau unitario.

A funcdo impulso de Heaviside ou degrau unitario h(¢) define-se por

1, parat >0
h(z) = . 3.14)
0,parat <0

Aplicando (3.12):

:_l@_éw):l (3.15)

L(mg):?mgeﬂuﬁzfe”%h:—leﬂ

> Diz-se transformada de Laplace a direita, por os limites de integragio serem 0 e o . A transformada de
Laplace bilateral tem por limites de integracdo —oo e +oo . Limitando-nos a fungdes causais, as duas definigdes

sdo idénticas.
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Calculemos alguns valores desta fungao, para obtermos alguma sensibilidade para a sua forma.

s i2 ] 05 -2 -1 05 2 5 05
/s | <505 2 -05 -1 2 jos ] i2

Determinacgao da transformada de Laplace de uma func¢ao f{(t)

No contexto de utilizagdo dos modelos LIT, a obtencdo da transformada de Laplace de
uma fung¢do arbitraria f(¢) s6 raramente usa a definicdo. As func¢des de uso mais geral sdo de
dois tipos. O primeiro tipo s6 tem uma funcao: o impulso de Dirac, d(%) .

O impulso de Dirac pode ser visto como uma idealizagdo da transmissdo instantinea
(num intervalo de tempo de duracdo 0) de uma quantidade finita de energia (o que implica
uma poténcia infinita aplicada num instante de tempo). Matematicamente o impulso de Dirac
define-se por

Vt+#0,0(t)=0
i (3.16)
[ 8(tyde =1

O valor de o(¢) é nulo se ##0. O seu valor em ¢#=0 ¢ tal que o integral de —0 a +o©
soma 1. Intuitivamente, o valor de o(0) ¢ infinito. A
representacdo grafica do impulso de Dirac costuma ser feita por

uma seta vertical, situada no instante de aplicagdo, como na

figura ao lado. >
Um impulso de Dirac pode ser aproximado de muitas
formas. Por exemplo, por um impulso i(¢) de largura /4 e amplitude A, com A-h=1:

i) = {A, para t [0, A

(3.17)
0, parat [0,A]

A aproximacao serd tanto melhor, quanto menor for o intervalo de tempo 4.
A transformada de Laplace do impulso de Dirac ¢ a fun¢do que associa a todos os

nimeros complexos o nimero complexo (1, 0). Usualmente escreve-se como:

L(3(n)=1 (3.18)
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O segundo tipo de funcdes, que usualmente se usa no contexto de modelos LIT, tem um
namero infinito de fungdes. Sdo todas as fung¢des que se podem obter como somas pesadas®
de algum caso concreto da seguinte expressao geral:

n=12,...
e’ com 5,eC . (3.19)
t<0->b(t)=0

1
(n—1)!

b(t) =

Em b(¢), m € uma variavel sobre os naturais, s; ¢ um valor complexo, s, =0, + j®o, = r[ej‘gf .
A 1ltima condicao em (3.19) € necessaria para garantirmos que b(¢) ¢ uma fun¢do causal.

Se s, € R, b(¢) ¢ uma fun¢do real do tempo. Seja n=1, s, =0,. Entdo a expressdo em
(3.19) fica

ot >0
b(t) = ¢ pana . (3.20)
0, parar<O0

Ela representa:
1) exponenciais crescentes parat>0,se o, >0;
1) exponenciais decrescentes parat=0,se o, <0;

iii) a fungdo degrau unitario’ ou impulso de Heaviside se o, =0; neste caso b(¢) =h(r) .

Sen=2¢e s, =0, b(t) é chamada a rampa unitaria:

t, parat >0
_ (3.21)
0, parat<0

f(t)=V(t)={

Se s5,€C, b(t)é uma fungdo complexa do tempo. A soma pesada de funcdes
correspondentes a valores complexos conjugados s, € s, , permite representar fungdes com

componentes sinusoidais. Seja por exemplo, n=1,0, =0, @, > 0. Tem-se:

b(t)=e" =& =coswt+ jsen wt
. . , . (3.22)
b (t)=e" =e '™ =cosmt— jsen wt
A partir de agora, e por brevidade de escrita e de leitura, assumiremos sempre na escrita
das fungdes retiradas de (3.19), estar implicito que ¢ <0 — b(¢) =0 . Formemos agora a soma

das funcdes em (3.22), pesando cada parcela com a constante 1/2. Obtém-se a expressdo de

Euler para o co-seno:

® Uma soma pesada ¢ uma soma em que se multiplica cada uma das parcelas por uma constante ou peso.
Também se chama combinagao linear. Exemplo: f(¢) = 4,6,(t) + 4,b,(¢) .
" Note-se que b(?), é 0 para ¢ < 0.
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1 1.
SO=Zb0+=b (1) =

1 jot 1 —joyt 1 jot —jot
=—e" +—€ T =—le" _|-e ! = 323
2 2 2( ) 29

=cos ot
Pesemos agora cada parcela com as constantes 1/(2j) e —1/(2j). Obtém-se a expressdo de

f( ) _-bl( )__-bl ( )

(3.24)

T2 2) 2j

=sen wt

Lej(uit _ 1 e—j(u,-t _L(ejw[t _e—j(u,-t) '

Raciocinando no sentido inverso, podemos obter a representacdo de qualquer funcdo
sinusoidal em termos da soma pesada de uma fungdo b.(f) e, digamos, da sua conjugada,

b, (¢) . Por exemplo, a fungdo em (3.23), mas com amplitude 4 e fase inicial ¢:
_ A e | i\ _ A( e o e -is _
Acos(a)it+¢)—5(e +e )—E(e e’ +e e )—

A i A -ig
— € e_]w,-t + e e_.lwit — (325)
2 2

i ~j¢
- A; b(t)+ Ae

b (1)

Neste caso, 0s pesos seriam constantes, sim, mas com valores complexos e conjugados.

Conhecidos os 2 tipos de fungdes, que formam uma base para as fun¢des de modelos
LIT, precisamos de conhecer mais 2 factos para determinar a transformada de Laplace de
uma fungdo f(¢). O primeiro é que as transformadas de Laplace dos dois tipos de fungdes

que estudamos, sdo dadas pela tabela seguinte.

Tabela 3-1 Transformadas de Laplace da base de
fungdes para modelos LIT.

f(@) F(s)
3(1) _L, 1
| 1
(n—l)!t ¢ —> (s—s,)"

O segundo ¢ que a transformada de Laplace ¢ um operador linear:

L(ALO+A4L®)=A4L([0)+ALL(f?)). (3.26)
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Agora, suponhamos que temos uma fungdo f(#) para a qual pretendemos conhecer

F(s)= L( f (t)). O método basico enuncia-se como:

1) Exprimimos f(f) como uma soma pesada de casos particulares b.(¢f) de (3.19),

eventualmente com um impulso de Dirac;

ii) Usamos a Tabela 3-1 para determinarmos a transformada de Laplace B,(s)de cada
b,(¢) (ou do Dirac);

ii1) Escrevemos F(s) baseando-nos em (3.26);

iv) Usualmente calculamos o somatério de fraccdes (e da constante) de que resultard
uma frac¢do de polindmios na variavel s, sem qualquer referéncia as suas partes real

ou imaginaria.
Vejam-se 2 exemplos.

Exemplo 3-2: transformada da resposta de um circuito RC passa-baixo.

O registo da tensdo aos terminais de saida de um circuito é como na figura:

5.0

2.0

: t
I
0 1 10

Y

Assumindo que a curva ascendente ¢ do tipo exponencial, podemos interpretar v, (f) como a soma de um

degrau de amplitude 5 com uma exponencial cujo valor inicial ¢ —5 e tende para 0, quando ¢ cresce:
v,(t)=5.0-h(t)-5.0-e™". (3.27)
Para determinarmos o valor de o, (que deve ser negativo), utilizamos a medida de v (¢) para ¢ =1:

v,(1)=2.0=5.0-5.0¢""

(3.28)
o, =In(3/5)=-0.5
Portanto:
v () =5.0h(¢) - 5.0e7% (3.29)
A transformada vira:
v 30 (3.30)
s s—(-0.5)
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O tltimo passo:

25
- s(s+0.5) -
25
2 +0.5s

V,(s)
(3.31)

Exemplo 3-3: transformada da resposta de um oscilador harmoénico.

A aplicag@o de um degrau unitario a um oscilador elementar LIT, ou oscilador harménico, de periodo T (e,

logo, frequéncia @ =2n/T ), produz o seguinte registo:

1
T=2n/w

Sendo as oscilagdes sinusoidais parece razoavel supor que para ¢ >0

y,(t)=1-coswt . (3.32)
Expandindo o co-seno
v, (t)=¢" —%ej“” —%e’j“” . (3.33)
Logo, a transformada vem:
O B — 1 (3.34)

s 2s—jo) 20s+jw)
O tltimo passo

PR BN (R [ M s D N
’ 20is—jo)s+jw) 2(s+jo)s-]jo)

S

I (s+jo)+(s—jo)
s 2s+jo)s—jo)
1

N

s s+’

ESpEa (3.35)
- s(s* + %) B
s(s* + o)

2
(0]

S3 + a)2S

Claro que se soubermos a partida que L(cos o) = s/(s* + ®”) , podemos passar directamente a escrita da
terceira linha de (3.35).
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O método indicado ndo funciona se uma fun¢do estiver atrasada no tempo. A resposta
para esta questdo ¢ dada pelo teorema do deslocamento no tempo das transformadas de

Laplace, que se pode enunciar como:
L(f(0))=F(s)> L(f-T,))=F(s)e". (3.36)

Na equagdo (3.36) T, ¢é o tempo de atraso e o simbolo — 1é-se “implica logicamente
que”. Portanto, para se obter a transformada de Laplace de uma funcao atrasada no tempo de

T, segundos multiplica-se a transformada de Laplace da funcio original por e *" .

Exemplo 3-4: onda triangular.
Em Electronica é muitas vezes usada a chamada onda triangular s. (¢) de periodo T

A
Sa(f)

0 . t

I T

T2 T

Para se obter a sua transformada de Laplace ¢ necessario expressar a fungdo como uma soma (infinita) de
funcgdes. Intuitivamente, estas fungdes deverdo ser rampas unitarias — ver defini¢do em (3.21) — com
factores de pesos adequados, cada rampa estando atrasada em relagdo a anteriorde 7, =7/2.

Cada segmento de rampa tem declive *a =+1/(T'/2)=%2/T . No intervalo [0, 7/2]:

s, (6) =av(t) (3.37)
No intervalo [7/2,T], é necessario somar a expressao em (3.37) uma rampa de declive —2«, atrasada de

T/2, para se obter os valores da funcdo no intervalo. Note-se que se a rampa tivesse declive —«, o

resultado da soma, no intervalo, teria valor constante ¢ igual a 1. Fica entdo:
s\ =av(t)-2av(t-T/2). (3.38)
No intervalo [7,37/2], é necessario somar a expressao em (3.38) uma rampa de declive +2« , atrasada de
T, para se obter os valores da funcdo no intervalo:
s\()=av(t)-2av(t-T/2)+2av(t-T). (3.39)

A partir 3772, tudo se repete. Podemos escrever a expressdo geral da fungdo como:

5. =av(t)+ S (- 2av(t—kT/2) =
- (3.40)
= o{v(t)-i-Z(—l)k 2V(t—kT/2)}

k=1

A transformada de Laplace vem:
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SA(s)zo{iz+
N

- 1_
s2

Determinagao da antitransformada de uma fungao F(s)

1) %eskT/2:|:
s (3.41)

%'\’l o TPs

Para a exploragao dos modelos no dominio s, ¢ tdo importante saber passar de uma
transformada F(s) a sua antitransformada f(¢), como passar de f(¢) a F(s).
Dada uma fun¢do complexa de variavel complexa F(s), a sua transformada de Laplace

inversa, ou antitransformada de Laplace, ¢ definida por:
1 o+jo
L (F(s))=f(0) = j F(s)e™ ds. (3.42)
T A
o—jo

O integral sendo calculado num contorno apropriado, por exemplo uma recta paralela ao
eixo jo. A expressdo (3.42) permite interpretar a fun¢do f(¢) como uma soma infinita de
exponenciais complexas, pesadas pelos valores de F(s).

A forma usual de calcular antitransformadas ndo faz uso de (3.42), mas sim da Tabela
3-1. O método basico ¢, de alguma forma, o inverso do método que se apresentou para
calcular a transformada de f{(¢r). Para se calcular a antitransformada f (t)=£."l(F (s)),
procede-se da seguinte forma:

. . 1

1) Exprimimos F'(s) como uma soma pesada de fracgdes da forma B, ,(s) = ﬁ (e

5=,
uma constante);
ii) Usamos a Tabela 3-1 para determinarmos a antitransformada de Laplace, b, ,(¢), de

cada B;(s) (e da constante que sera um impulso de Dirac de “energia” igual a

constante);

ii1) Escrevemos f'(¢) baseando-nos na linearidade da transformada de Laplace;

iv) Se for caso disso, reduzem-se pares de expressdoes de exponenciais complexas a
expressdes em senos ou co-senos.

Expansao em frac¢oes parciais

Para realizar o passo 1) referido acima ¢ preciso compreender o seguinte. Em geral, uma
transformada de Laplace F(s) tem a forma de uma razdo de polindmios em s (também
chamada frac¢do racional em s):

_N(s) _b,s"+b, s"" +--+bhs+h,
D(s) s"+a, s""+-+as+a,

F(s) (3.43)
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No Exemplo 3-2, o resultado expresso em (3.31) tem b,=2.5,4,=0.5,a,=0. No
Exemplo 3-3, o resultado expresso em (3.35) tem b, =w’,a, =0,a, =0’ ,a,=0.

Um polindémio tanto pode escrever-se, ou como uma soma de poténcias de s, ou como
um produto de mondémios envolvendo as raizes do polindmio. Vejam-se os dois exemplos

anteriores:
s +0.5s :(S—O)(S—(—O.S)):s(s+0.5) (3.44)
S+o’s=(s=-0)(s—(—jo))(s—(+jw))=s(s+ jo)(s— jo) (3.45)
Outro exemplo: qual ¢ o polindmio que tem raizes (ou zeros) em —2, —1, +1? Resposta:
(s=(=2)(s—D)(s—(D)=(s+2)(s+D)(s—1) =
=(s*+3s+2)(s -1 = (3.46)
=5 +25"—5-2

Segue-se que podemos escrever uma fungdo F(s) com os polindmios, numerador ou

denominador, factorizados:

bys" +b,.,s" "+ +bs+by
s"+a, "+ tas+a,

F(s)=

m factores

_ (s—z)s—2) - (s—z,)
! (s=p)s—p,)(s-p,)

n factores

(3.47)

Notemos que Se s=z, vs=z,Vv...vs=z ,entdo F(s)=0. Por esta razdo, z,z,,...,z,

sdo chamados os zeros de F(s).

Se s=p,vs=p,v...vs=p, , entdo }LrE|F(s)|=w. Por esta razao, p,,p,,...,p, Sao
chamados os polos de F(s).

Quando uma fungdo F(s) esta escrita com o numerador ¢ o denominador factorizados,
dizemos que esta na forma zero-polar (porque os zeros e os polos ficam explicitos).

O passo 1) do célculo de uma antitransformada envolve entdo converter uma fraccao

N(s)
(

racional em s, F(s)= , num soma pesada de fracgdes, cada fraccdo da forma indicada.

Chama-se a isto fazer a expansdo de F(s) em fracgdes parciais. Para a realizar, ¢ necessario
que o polindmio D(s) esteja factorizado nas suas n raizes, ou pdlos. Posto isto, e por

comodidade de exposi¢do, ha dois casos a considerar.

Caso 1: as raizes s; de D(s) sao todas diferentes

Neste caso a expansao toma a forma:
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_ N(s) _ - 4
F(s)= G A, +§ e (3.48)

Em (3.48), 4,,4,,..., 4, sdo constantes (reais ou complexas) a serem determinadas.
Se m<n, isto é, se o grau do polindmio numerador, N(s), for inferior ao grau do
polinémio denominador , D(s), entdo 4,=0.Se m=n,entdo 4,=>, .
As constantes 4,,...,4, sdo determinadas da seguinte forma. Para cada 4, forma-se a
fun¢ao “residuo”
FE(s)=(s—s,)F(s). (3.49)
Entdo 4, ¢ dada por
A =F(s,). (3.50)
Realizada a expansdo em frac¢des parciais de F(s), determinar a sua antitransformada

f(¢) utilizando a Tabela 3-1 e a linearidade da transformada é quase imediato.

Exemplo 3-5: a antitransformada é uma soma de exponenciais reais.

Seja a transformada da resposta de um sistema dada por

6
Y(s)=——M . 3.51
(s) s 257 —5-2 ( )
E necessario factorizar o denominador:
6 6
Y(s)=— > = . (3.52)
428" =5=2 (s+2)(s+D(s-1
Podemos formar a expansdo como
A A
Y(s)=——+ 4 +—. (3.53)
s+2 s+1 s-1
As fungdes “residuos” sdo
6 6 6
Y(s)= Nz Y= (3.54)
(s+D(s-1) (s+2)(s-1) (s+2)(s+1)
Pelo que as constantes 4, tém os valores
4 =YD=
(=D(=3)
6
A =Y. (- = =3, 3.55
L= BED = (3.55)
6
A=Y, (+)=——=1
3)(2)

A antitransformada escrever-se-a

y(t)=2e -3¢ +é'. (3.56)
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Exemplo 3-6: a antitransformada é a soma de um degrau e um co-seno de fase inicial ndo-nula.

Seja a transformada da resposta de um sistema dada por

Y(s) = Sf :is . (3.57)
A factorizag@o do denominador da:
Y(s) = s+2 s+2 s+2 (3.58)
S +4s? s(sP+4) s(s—j2)(s+j2) ’
Podemos formar a expansdo como
Y(s)= i+—A2. +—A3. : (3.59)
s s—j2 s+j2
As fungdes “residuos” sdo
V=2 =Sy =St (3.60)
(s=j2)(s+j2) s(s+]j2) s(s=]j2)
Pelo que as constantes 4; tém os valores
2 1
A=Y O)=—= =
(=j2)(+j2) 2
hov e 2Fi2_ 2+i2_ 1+l =£e_jw4 . 361)
+j2)+j4) 8 4 4
A—vjye 2782 2702 1=i1 N2
P (=124 8 4 4
A antitransformada escrever-se-a
y(t) = %h(t) + geJSM“e”z’ + %e*ﬂ““‘eﬂ’ (3.62).

Usando a formula de Euler para o co-seno podemos expressa-la mais compactamente — veja-se (3.25):

N 2o
+_|2te _]37'[/4+ 4 e J2te+J3n/4 —

W) =2h(n) +

—e
2 4
1 \/E e+j(2t73n/4) +e—j(2t—3n/4)
=7 h@0+—= 5 = (3.63)

= 0.5h(f)+0.707 cos(2t — 3/ 4)

Exemplo 3-7: a antitransformada contém um impulso de Dirac.

Seja a transformada da resposta de um sistema dada por

5
Y(s)=22 (3.64)
s+1
Porque o grau do numerador ¢ igual ao do denominador devemos formar a expansdo como
A
Y(s)= 4, +——. (3.65)

s+1
A tnica fungdo residuo ¢

Yi(s)=s+5. (3.66)
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Pelo que as constantes 4, tém os valores

4, =1
. (3.67)
4 =Y, (-)=-1+5=4
A antitransformada escrever-se-a
Y(t)=58(t)+4e" . (3.68)
Caso 2: algumas das raizes de D(s) sao repetidas (multiplas)
Um polindémio pode ter raizes multiplas. Por exemplo:
s +s5° =5 (s+1) (3.69)

Assim, o polinémio s +s° tem por raizes —1, com multiplicidade 1, e 0, com
multiplicidade 2. Se um polinémio com algumas raizes multiplas®, for denominador de uma
fraccdo racional em s, a expressao (3.48) nao se pode aplicar. Vejamos como proceder.

NGs)
s

A factorizagdo do denominador de uma funcdo da F(s)= em que D(s) é um

polindbmio em que algumas raizes sao multiplas, dd como resultado:
N(s)
m(1) m(2) m(K)
(s—s5,)" (s—=s5,)" "+ (s—55)

As K raizes s,(i=1,2,...,K) tém multiplicidade m(l), m(2),...,m(K). De notar que

F(s)= (3.70)

m(1)+m(2)+...+ m(K)=n, em que n é o grau de D(s).
Para simplificar, vamos supor que n > m . Entdo, a expansdo de F(s) em fraccdes parciais
tem a forma geral:

F(s)=G/(s)+G,(s)+...+ G, (s).

Cada G,(s) ¢ expandido em tantas frac¢des quantas a multiplicidade da raiz i:

GA (S) — Ai,l + Ai,2 + + Ai,m(i)
i (S—Sl, )m(z) (S_Si)m(t)—l (S—Si) .
10 ~
Como exemplo, suponhamos F(s) =———. Entdo:
s7(s+1
A, A A
F(s)=—"t+—=2+2 (3.71)
s s s+1
As constantes 4, calculam-se por
F (s)=(s—s)"" F(s) A, =F,(s,). (3.72)

i,

¥ De notar que este processo de calculo s6 se aplica se D(s) s6 se aplica, se D(s) tiver mais do que 1 raiz

multipla. Se D(s) tiver 1 s6 raiz multipla, a antitransformada de F(s) ¢ dada pela Tabela 3-1.
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Notemos que as expressdes em (3.72) sdo para todos os efeitos equivalentes as
expressoes (3.49) e (3.50) se a multiplicidade de s, for 1.
No exemplo, teriamos:

10 10 10

= A =——=10 3.73
s*(s+1) s+l M0+l G.73)

E,l (s)= s’

As constantes 4,,,..., 4, calculam-se do seguinte modo:

E,](S)_Ai,l
E,z(s) =? Ai,2 = F;,Z(Si)
: (3.74)
E —l(S) Al -1
F(s)=— I - 4, =F (s)
No exemplo, teriamos:
10 10
B 10 10
Fo(s)=3tl  __ 4, =——"=_10. 3.75
12(8) s s+1 " 0+1 (3-7)

Tendo esgotado as parcelas referentes a raiz 0, calculamos a constante referente a raiz —1:

F,(s)=(s+D)— 10 :1_(2) 4,,=F,(-1)=10. (3.76)
’ s (s+1) s ’ ’
Pelo que a expansao ficara:
F(s=0 10,10 (3.77)
s s s+1
Sendo a sua antitransformada:
f(t)=10t-10h(¢) +10e”* (3.78)

Funcao de transferéncia

Tendo estabelecido como passar de uma funcdo f(¢) no dominio do tempo para a sua
correspondente no dominio s, estamos agora em condi¢cdes de considerar o modelo no
dominio s a que se chama fun¢do de transferéncia. Para tal necessitamos de relembrar a
seguinte propriedade (teorema da derivagao) das transformadas de Laplace.

Seja a fungdo f(¢) com transformada de Laplace F(s). A transformada da sua enésima

derivada 7 (¢) ¢ dada por:
LI 7@ ]=s"F(s)=s""f(0)~...= f"(0). (3.79)

Em particular:
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LIf'®)]=sF(s)~ £ (0)
LIf"®)]=s"F(s)~sf(0)~ f"(0)

Esta propriedade permite-nos determinar a fungdo de transferéncia correspondente a

(3.80)

equacado diferencial (3.1) que se rescreve por comodidade:

n n—1 m m—1
dy+aHd—j}+...+a1d—y+a0y=bmd—u+bm71d “
dt" dt" dt dt dt

du
+...+b —+bu 3.81
Ydar (3.80)

Se determinarmos as transformada de Laplace de cada um dos membros desta equacao,
usando a propriedade em (3.79), assumindo que todas as condi¢des iniciais sdo nulas,

encontramos que:

s"Y(s)+a, s"Y(s)+...+asY(s)+a,Y(s)=

(3.82)
=b s"U(s)+b, 5" 'U(s)+...+bsU(s)+bU(s)
Pondo Y(s) e U(s) em evidéncia, vem:
Y(s) (s” +a, s""+...+as+a, ) = (bms’" +b, " +...+bs+b, ) Ul(s). (3.83)
Pelo que podemos exprimir Y(s) como
m m—1
Y(s) = bs"+b, s"" +...+bs+b, U(s) (3.84)

n n—1
S +an71S +...+a1S+a0

m m—1
bs"+b, s"" +...+bs+b,

m

A expressao ¢ chamada a func¢do de transferéncia do

n n—1
S +an715 +...+als+a0

modelo (3.81) ou a fungdo de transferéncia correspondente ao modelo (3.81). As fungdes de

transferéncia sao usualmente denotadas como H (s). Seja entdo

_Y(s) _b,s"+b, s"" +...+bs+h,
U(s) s"+a,_s""'+...+as+a,

H(s)

(3.85)

Podemos escrever
Y(s)=H(s)U(s). (3.86)

Esta equacdo diz-nos que, sendo as condigdes iniciais todas nulas, a transformada de
y(¢) no modelo (3.81) ¢ igual ao produto da transformada de u(¢), do mesmo modelo, pela
funcdo de transferéncia. Este resultado ¢ de grande importancia por varias razdes.

Reparemos que, para definirmos H(s), consideramos uma situagao que corresponde ao
problema da previsdo da resposta for¢ada. Se tentarmos resolver este problema baseando-nos
numa equacao diferencial da forma (3.81), teremos que resolver a equagdo, sendo conhecida a
evolucdo de u(t), de forma a prevermos a evolu¢ao de y(z). Mas com o modelo fungdo de

transferéncia, temos a seguinte alternativa.
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Suponhamos que um modelo de um sistema nos ¢ dado na forma de uma equagdo
diferencial (3.81). Para prevermos a resposta do sistema y(z) a uma entrada especifica
u(t) (ou a qualquer entrada que tenha uma transformada de Laplace), procedemos da seguinte
forma.

i) Calculamos a fungdo de transferéncia do modelo H(s);

ii) Calculamos a transformada de Laplace de u(t): U(s)= L (u(?));

i11) Calculamos Y (s) = H(s)-U(s);

iv) Calculamos a antitransformada de Laplace de y(¢): y(¢)= L (Y (S)) .

Exemplo 3-8: respostas de um sistema térmico.

Suponha-se o sistema térmico no capitulo 2, Exemplo 2-10. Obtivemos a seguinte equacao diferencial para

o descrever:

ﬁJrLAg:ng (3.87)
dt RC, C,
A sua funcdo de transferéncia vem
1
AB(s) _ /C, (3.88)
0.(s) s+1/(RC)
Suponha-se que R, =2 (°C/Kw) e C, =125 (Kw-s/°C) . Entdo
0.008
AO(s) =—— 3.89
(s) S+O_OO4QE(S) (3.89)

Suponhamos também que queremos prever a evolugdo de A&(¢), partindo de AG(0) =0, quando se liga a
resisténcia de aquecimento de forma a debitar uma poténcia constante de 50 Kw. Entdo u(¢) =50h(¢),

pelo que:
50
0.(s)= o (3.90)

A transformada da elevagdo da temperatura vira

AO(s) = 2008 S0 04 (3.91)
s+0.004 s  s(s+0.004)
A previsdo sera entdo:
—1 —1 0.4
A0t =L (A0(s))= L' | ——— | =
s(s+0.004)
_100__ 100 _ (3.92)
s s+0.004

_t
=100h(£)—100e ™ =100(h(t)—e )
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Forma zero-polar de uma fungao de transferéncia

E possivel representar uma funcao de transferéncia na forma zero-polar equivalente, isto

¢, com o numerador ¢ o denominador factorizados nas suas m e n raizes, (confrontar com
(3.47):

m m—1
b,s" +b,,5" +-+bs+b, _

H(S)= mn n—1
S +a’171S +---+a1S+aO (3 93)
P CErN G R e W

m

(s=p)s=p))(s-p,)
Os valores z, az, sdo ditos os zeros da func¢do de transferéncia. Os valores p, ap, sdo
ditos os polos da funcdo de transferéncia. A razdo ja foi explicada. Se p ¢ um polo de H(s),
entao |H ( p)| =o0. Os zeros sdo os valores da fun¢do de transferéncia que a tornam nula. Se z
¢ um zero da funcdo de transferéncia |H (z)| =0. Os polos, os zeros e o valor de K =5,
caracterizam completamente a funcdo de transferéncia e o comportamento do modelo que ela
descreve.
E util representar graficamente os polos e os zeros de uma fungdo de transferéncia num
diagrama no plano s. Um podlo representa-se por um sinal (X) e um zero por um pequeno
circulo (o). Estes diagramas chamam-se zero-polares. Note-se que fung¢des de transferéncia

que so difiram pelo valor de K ndo se podem distinguir nestes diagramas.

a) niw b) i
-ay
* o, X %>
o) niw d) niw
o X+
)k o, o,
X-j

Figura 3-8 Diagramas zero-polares para: a) H(s)=K/(s+a,);b) H(s)=K/s;c) H(s)=K/(s—a,)
d) H(s)=K /(s> +1).
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3.3 Modelos LIT e analise da influéncia dos parametros

Na seccdo anterior, mostramos como os modelos no dominio s podem ser usados para
resolver o problema da previsao da resposta forcada. Nesta seccdo vamos debrucar-nos sobre
a informagdo que os valores dos pardmetros dos modelos nos podem dar sobre os

comportamentos que eles descrevem.

Exemplo 3-9: resposta ao degrau de func¢des de transferéncia com um sé pé6lo no semiplano esquerdo.

As fungdes de transferéncia correspondentes aos modelos dos Exemplos 2-6 (circuito RC passa-baixo), 2-7
(corpo movendo-se num meio com atrito), 2-8 (sistema hidraulico), 2-10 (sistema térmico), e do Exercicio
2-15 (camara) tém um s6 polo no semiplano esquerdo do plano complexo s. O seu diagrama zero-polar ¢

da Figura 3-8a). A sua fungdo de transferéncia € genericamente:

b,
H(s)=—2 a,>0;b =K (3.94)
s+a,
Correspondendo a equagio
V' +a,y=byu . (3.95)

A resposta a um degrau de amplitude u, é:
bo —ayt
y(0) =uy—(1-¢) (3.96)
aO
O valor final da resposta ¢ uyb,/a, e a velocidade de aproximagdo para 0 da exponencial varia
directamente com o valor de a, . Quanto mais elevado for o valor de a, mais rapida a aproximacao e vice-

versa.

Este parametro deve ter a dimensdo de um inverso de um intervalo de tempo 7:
a,=1/T=T" (3.97)

O significado fisico de g, ¢ o de uma frequéncia e o seu valor dado por (3.97) € o da frequéncia angular.

O intervalo 7' ¢é chamado a constante de tempo do modelo
T'=1/a, (3.98)

Usando 7, (3.96) pode escrever-se
y@):ugbr(l—eTJ (3.99)

O conhecimento das expressdes T e de b7 em funcdo dos parametros concretos do modelo permite-nos
prever como alteragdes nos valores destes se reflectirdo na resposta ao degrau: velocidade de resposta e

valor final. Para os exemplos acima referidos, as expressoes sdo.

T=RC b,T =1
T=M/B b,T=1/B
T=R A bT =R,

T=RC, b,T =R,
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Resposta ao impulso de Dirac

Embora o impulso de Dirac seja uma abstrac¢do, apenas aproximavel, de um sinal ou
evolucdo temporal de uma varidvel com uma duracdo muito curta, ¢ extremamente util
considerar a resposta de um modelo LIT a sua aplicagao.

Seja um sistema tendo por modelo uma fun¢do de transferéncia H(s). Aplicando na
entrada um impulso de Dirac 6(¢), que sinal y;(f) observariamos na saida?

L(5(1))=1
Y,(s)=H(s)-1=H(s) (3.100)
Y50 =L (Y,(5)) = L' (H(s)) = h(t)

A resposta prevista pelo modelo serd uma funcdo A(¢) que é a antitransformada de
H(s). Esta fungdo h(¢)°, tal como a fungdo de transferéncia, caracteriza o modelo. E
chamada a fun¢do de peso do modelo. A razdo ¢ que qualquer saida y,(f) se pode calcular

como a convolucdo de A(¢) pela entrada aplicada u(¢):
yF(t)=h(t)*u(t)=J'h(t—r)u(r) dr. (3.101)
0

Em (3.101) o simbolo * significa a operagdo de convolugdo. A fungdo 4(¢) pode ver-se
como pesando a contribui¢do de cada u(r) no valor de y,.(r). Uma das vantagens da
utilizagdo da transformada de Laplace consiste em permitir substituir o calculo de um integral
de convolugdo como o de (3.101) por operagdes algébricas envolvendo transformadas.

A forma de 4(t) ¢ determinada pelo niimero e valor dos polos de H(s). Com efeito tem-
se, para o caso dos polos p, de H(s) serem todos distintos:

h(t)z[!l(H(s))zi[;l( 4 ] (3.102)

S—p,

1

Em (3.102) n é o numero de pdlos, p, o valor de cada polo e 4 =H, (p,) o valor da
fun¢do “residuo” para s = p, (confrontar (3.48), (3.49), (3.50)). O facto de A(t) ser uma
soma em que cada parcela depende directamente de um p6lo'® de uma forma precisa, permite
prever a forma e propriedades da resposta, se forem conhecidos os pdlos e os zeros da fun¢do

de transferéncia. Vejamos alguns exemplos de fungdes de transferéncia sem zeros.

Exemplo 3-10: resposta ao Dirac de funcdes de transferéncia com um soé pélo real.

O modelo abstracto (3.94), dos exemplos referidos, pode ser generalizado escrevendo g, =—-oc € ndo

? Nio confundir o simbolo genérico de uma fungio de peso /(¢), com o simbolo do degrau unitario h(z).

" £ a antitransformada de uma expressio A /(s—p;) , pi sendo um polo.



24 Dinamica LIT de Sistemas / © Paulo Garrido — Universidade do Minho

pondo restri¢des no valor do polo:

_Y(s) K
H(s)= UGs) - (3.103)

As respostas ao Dirac y;(¢) ou fungdes de peso A(f) para ¢ >0 serdo, conforme o sinal do pdlo o, com
a1

T =|0'| g

o]

_t
c<0->y,@O)=h(t)=Ke T exponencial tendendo para 0 de valor inicial K
c=0->y,0)=ht)=K constante de valor K

t

o >0 y,(t) = h(t) = Ke”

(3.104)

exponencial tendendo para oo de valor inicial K

Exemplo 3-10: resposta ao Dirac de funcdes de transferéncia com um sé par de pélos complexos
conjugados.

A funcdo de transferéncia a considerar

tem apenas dois polos complexos conjugados:
p=c+jo,p =c-jo, ©>0.
Y(s K K K
H(s) = ©_ = . —— == — (3.105)
U(i) (s-p)s—p) (-(c+jo)(s—(c—-jw)) s -20s+0 +w
Se o =0, os pdlos desta funcdo de transferéncia situam-se no eixo imaginario em * jw:
H(s)= L) _ 2K _. (3.106)
U(s) s +w

A resposta ao Dirac y;(#) ou fungdo de peso A(¢) € uma oscilagdo sinusoidal de frequéncia @, fase inicial
0 e amplitude constante K/ w .

oLk,

(s—jo)(s+jo)

k[ 1 11 1 B
2jos—jo 2jos+jo

=£L(eja)t_e—jwt)=

2]

K
=—sen(wr).
0]

(3.107)

Como exemplo deste caso pode considerar-se a fung¢do de transferéncia correspondente ao modelo linear
de um péndulo em suspensao actuado no seu fulcro por um bindrio (confrontar com o Exemplo 2-13).

Se o # 0 os polos situam-se ou no semiplano esquerdo ou no semiplano direito do plano s.
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V() = L“( s ]=

(s—(c+jw))(s—(c-jw))

=KL‘]( 1 1 1 1 jz

2jos—(o+jw) 2jos—(oc—jw) (3.108)

gemzij(eﬂwt _e—j(or):

K1

. (e(o'+_|(u)t _ e(a'f_](u)t ) —
2]

K
=—¢” sen(wt).
®

A resposta ao Dirac y;(#) ou fungdo de peso A(¢) € uma oscilagdo sinusoidal de frequéncia @, fase inicial
0, com amplitude decrescente se o <0, ou amplitude crescente se o > 0.

Como exemplo consideremos o modelo de sistema mecanico no Exemplo 2-14:

2
K
dx B K _1g (3.109)
ar Mdi M M

Tem-se que
—202—(—)0':—i
2M
K K ’
ot =t w=+, |~ Bz (3.110)
M M 4AM
K="
M

2

O sistema apresentard oscilagdes se @ >0« K, > . A amplitude destas oscilagdes sera sempre

decrescente se B >0, a sua taxa de decrescimento variando directamente com B e inversamente com M.
No caso ideal B=0, os polos situam-se no eixo imaginario e a respostas sera dada por (3.107).

Resposta ao Dirac como uma soma de modos

Os exemplos anteriores ajudardo a compreender o seguinte. Qualquer resposta ao
impulso de Dirac de uma fun¢do de transferéncia H(s) da forma (3.93) com n>m, e
qualquer funcdo de peso correspondente /(7)€ uma soma de fungdes que chamamos modos
lineares. Se os polos p; de H(s) forem todos diferentes, entdo a forma geral de (3.102) ¢ uma

soma de modos lineares exponenciais:
h(t) =Y h(t)=> Ae" . (3.111)
i=1 i=1

Se p,e R p,=0,,aconstante 4 éreal e o modo A (¢)= A4e”" é uma exponencial real
que tende para 0, para 4, ou para oo dependendo do sinal de o, :
0,<0—> }Lrghi(t) =0
o, =0->limh(1)=4 (3.112)

0, >0->1lim#h(t)=o

Neste caso, dizemos que o modo € real e ndo-oscilatorio.
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Se p,eC«e p,=0,+jw, o coeficiente 4, pode ser complexo, 4, :|Al.|e”"' e 0 modo
h(t)= Ae"” = 4" = 4e°"e'™ ¢ uma exponencial complexa. Dizemos que o modo ¢
complexo.

O seu modulo ¢
ejwt

&%

|hz‘ (t)| = |Ai|

=|4|e™ - 1=|4]e”". (3.113)
Similarmente ao caso anterior, o comportamento de |h1~ (t)| quando ¢ — oo, ¢ uma fungdo
do sinal de o, .
o, <0 lim|h (1) =0
—
o, =0 lim|h,(1)| = |4)|
t—©
o, >0 — lim|h, ()| =
—o
Num modelo LIT de coeficientes reais, um pélo p, e C«> p =0, +jo, aparecerd
sempre acompanhado do seu conjugado
Elpl.e(C(—)pi=a,.+ja)i<—>Eij=pf=a,.—ja)i (3.114)
A funcdo de peso contera dois modos complexos conjugados com coeficientes também
conjugados:
hi (1) + hl*(l‘) — |147|ej¢?;ea,z€jw,-t + |A7A|efj¢"ea"te_jm _
_ |Al,|e""’ (ej"”e”’f + o i i ) —
= |A.|ea”t (ej(ww") + e_j(w’ﬂb’)) = (3.115)
=2|4|e” cos(wi+¢,)=
=2|4|e” sen(wt+¢ —m/2)
A soma h.()=h()+ h (t)de dois modos complexos conjugados é uma fungdo

sinusoidal do tempo de amplitude 2|Al.|e"" frequéncia angular @, e fase inicial ¢, ou fase

inicial ¢ —n/2, conforme se exprima a fungdo em co-seno ou em seno. Dizemos que a soma
dos modos complexos ¢ um modo real oscilatorio.
Diferentemente do caso anterior, o comportamento de 4.(z) ou de ‘hﬁ* ()

, quando

t >, ndo ¢ monotono, mas sim oscilatorio, devido a fun¢ao sinusoidal. E entdo ftil
exprimir este comportamento em termos de intervalos de valores, em que os valores da

fungéo £ ..(¢) ou do seu modulo ‘hﬁ* (t)‘ pode podem ficar confinados em fun¢do do sinal de
P

i

0,<0>VM>0,3t,Vr >0,

h(t+7)| <M (3.116)

o, =0—3M >0,V1,

he (| <M (3.117)
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o, >0—>—3IM >0,V1,

he (| <M (3.118)

A primeira equacdo diz que se o, <0, entdo, por pequeno que seja o valor constante M
escolhido, existird um instante de tempo ¢, a partir do qual, todos os valores de
\@a+n

,7 >0 lhe serdo inferiores. Significa isto, claro, que o, <0—>lim‘h__* (t)‘:O. A
t—ool U

segunda equagdo diz que, se o, =0, os valores de % .(¢+7) estardo confinados num intervalo

[-M,+M]. A terceira que, se o, >0, tal intervalo ndo existe.

Pode ver-se que as implicagdes em (3.116), (3.117) e (3.118) também sdo verdadeiras
para os modos reais exponenciais.

Esta analise permite-nos enunciar o seguinte resultado de grande interesse pratico. Na
resposta ao Dirac ou na funcdo de peso 4(¢) de uma func¢do de transferéncia H(s) da forma

(3.93) com n>m e todos os polos distintos, podemos encontrar 6 (e apenas 6!) tipos de

. . . -1
parcelas reais ou de modos reais. Pondo mais uma vez 7 = |0'| :

Moébdulo tem limite 0 Moddulo é limitado Moébdulo € ilimitado
Nao-oscilatorios _t Wt
de’ A de' ™
Oscilatorios _t WL
Ae T cos(wt + @) Acos(wt + @) Ae T cos(wt + @)

Se os polos nao forem todos distintos, isto € se alguns polos forem multiplos, a expressao
de H(s) vem:

b,s" +b, s"" +--+bs+b,

H(S) = n n—1
S +an71S +"'+a1S+a0

_ (s-2)(5-2,)
m (S—Pl)"'(S—PJ)”'(S—p,-

(3.119)

Yo

H(s) tem J polos simples ou de multiplicidade 1 e tem pelo menos um pdlo p, de

multiplicidade K(i)=2,3,-,
Na expressdo do somatdrio de H(s) em fraccdes parciais existira alguma ou algumas
frac¢des parciais da forma:

Ai k
H  (s)=—"—. (3.120)
(s=p)
Em que £=2,3,---K(i). A resposta ao Dirac ou o0 modo que corresponde a expressao
(3.120) ¢
A

_ _ Ai,k k-1 _pt _ i,k k-1 _o;t _jot
yﬁ(t)_hi,k(t)_mt e —mt e’'e (3.121)

Chamaremos a modos com esta forma modos ressonantes. Tal como no caso dos polos

simples, se p, € C, existird um modo que lhe ¢ conjugado. Uma analise semelhante a anterior
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levar-nos-ia 4 conclusdo de que podemos definir também 6 tipos de modos reais ressonantes,

um para cada um dos modos no quadro anterior:

Moédulo tem limite 0  Modulo ¢é ilimitado Moébdulo ¢ ilimitado
N3ao-oscilatorios e . e
At'e T At At'e T
Oscilatorios e . L
At"e T cos(wt + @) At" cos(wt + @) At"e T cos(wt + ¢)

Uma importante diferenca aparece na coluna do meio: o modulo dos modos
correspondentes a polos multiplos situados no eixo imaginario, Re(p,) =0, =0, cresce sem

limite quando ¢ — oo

op =0—>—-3IM >0,V¢,

h (0| <M (3.122)

Nos outros dois casos, o, <0 v o, >0 , o comportamento ¢ igual ao dos pdlos simples.

Estabilidade de modelos LIT

Seja a resposta ao Dirac /(¢) de uma fungdo de transferéncia H(s). Dizemos que ¢é

instavel se

—dM > 0, Vt,

h()|<M . (3.123)
Uma h(t) —ou H(s)— sera estavel se nao for instavel. Ou seja, se:

aM > 0,Vt¢,

h(t)|<M . (3.124)

Podemos distinguir duas classes de estabilidade. Um modelo estritamente estavel satisfaz
(3.124) e

lim |h(1)|=0. (3.125)
t—o
Um modelo marginalmente estavel satisfaz (3.124), mas nao (3.125).

Critério fundamental de estabilidade

Visto que a resposta ao Dirac de uma funcdo de transferéncia H (s) :
1) € um somatorio de modos;
i1) para cada tipo de modos conhecemos a sua estabilidade como uma funcdo da parte
real Re(p,) =0, e da multiplicidade K(p,)do pdlo, ou polos, que lhe dio origem.
Podemos classificar a estabilidade de um modelo linear na forma de H(s), pela analise
da posi¢ao dos polos no plano s e da sua multiplicidade.

A condicdo equivalente a instabilidade ¢
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Jp,,Re(p,)>0 v Ip,Re(p,)=0AK(p,)>1. (3.126)

Ou seja existe pelo menos um poélo no semiplano direito ou um pdlo de multiplicidade
maior que 1 no eixo imaginario.
A condicao equivalente a estabilidade estrita ¢

Vp,,Re(p,)<0. (3.127)

Ou seja, todos os polos estdo no semiplano esquerdo.
Um modelo ¢ marginalmente estavel se sé tiver pdlos de multiplicidade 1 no eixo

imaginario e nao tiver polos no semiplano direito.

Regime transitorio e regime permanente da resposta forcada

Suponhamos que aplicamos a um modelo de funcdo de transferéncia H(s), estritamente
estavel, com n,polos, p,,...p, € m, zeros, z,,...z,,, uma entrada arbitraria U(s)
definida por uma frac¢do de polindmios em s com n, polos, p,, ...p,,, € m, Zeros,
Zyy -+ Z,y - A transformada da saida vem:

Y(s)=H(s)U(s) =
(s=20) " (5=2p) o (5=25) (5= 2,) (3.128)
" (s=piy)(s=puy ) v (s=piy) - (s=p.y)

A saida y(¢) vai ser o somatorio de dois tipos de modos. Os modos proprios de H e os

modos provocados por U:
YO =Dy () + Dy (1) (3.129)

Se H ¢ estritamente estavel todos os seus modos tendem para 0. E possivel encontrar um
tempo de observacdo 7, a partir do qual a contribuicdo do primeiro somatdrio possa ser

considerada 0. Entdo
121, = y(t) =D hy(0) (3.130)

Ou seja, apenas os modos provocados pela entrada estdo presentes na saida. Chamamos
ao intervalo [0,¢,[ o regime transitério e ao intervalo [f,,0[ o regime permanente da

resposta y(t) .

Ganho ao degrau unitario em regime permanente

Suponhamos que aplicamos a um modelo de fun¢do de transferéncia H (s), estritamente
estavel, um impulso em degrau unitario. Pode ver-se que a resposta y(¢) tende para um valor

constante.
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Y(s)= H(s)% _HE)

(3.131)"

()I

Ay POl
S

O facto de H(s) ser estritamente estavel faz com que H (s) o seja. Entdo no regime

permanente, a propriedade (3.130) ¢ satisfeita e:
t>1, = y(t)=|H(0) (3.132)

|H (0)| ¢ chamado o ganho ao degrau em regime permanente ¢ ¢ também simbolizado

como K, .

Ganho a sinuséide em regime permanente

O conhecimento da resposta for¢ada de um modelo LIT H(s), estritamente estavel, a
uma sinusoide ¢ de importancia fulcral em diversas areas da Engenharia. Suponha-se que a

sinusoide de teste ¢ dada pela funcdo u(¢) =sen(wt) . Tem-se que

V(s)= H(s) 5= H(s) “’ -

(s—jo)(s+jow)

*

A A - (3.133)
s—jo s+jo
H()a))/2J _H(= J(O)/ZJ CH (5)

s—jo s+jo

De novo, o facto de H(s) ser estritamente estavel faz com que H (s) o seja. Entdo no
regime permanente, a propriedade (3.130) ¢ satisfeita. Usando o facto de que H(jw) e
H(—j®) sdao nimeros complexos conjugados com modulo K e argumentos t¢:

=|H )| =|H (- jo)
¢=argH(jow)=—arg H(- jo)

Podemos verificar que no regime permanente

(3.134)

t>t, —>

y0y= L 1 Hjo) 1 H(-jo) _
2js—jo 2j s+jo

[ LKt L Ke” (3.135)
2js—jo 2js+jo ’

- KL( el@+9) _ i) ) —
2]
= K sen(wt + @).
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A saida ¢ portanto uma sinusdéide com amplitude K e desfasamento ¢. O ganho em
regime permanente para uma sinusdéide ¢ um nimero complexo, cujo médulo ¢ o ganho em
amplitude K e o argumento ¢ a fase para o instante 0. Este nimero complexo — H(jw) — ¢

fungdo de . Seré diferente para diferentes valores de @ .

3.4 Modelos LIT de uso comum

Dois modelos LIT tém importancia especial, dada a elevada frequéncia com que sdo
encontrados em aplicagdes praticas. Sdo eles o integrador realimentado e o oscilador
amortecido. Sdo ambos estaveis, o primeiro tendo um poélo (é de primeira ordem) e o segundo
tendo 2 polos (é de segunda ordem). Dada a sua importancia, vamos fazer um estudo mais
detalhado deles.

Integrador realimentado

A equagdo diferencial geral deste modelo ja foi encontrada nos Exemplos 2-6, 2-7, 2-9,

2-10, 2-12 (caso da saida ser a velocidade) e nos Exercicios 2-13 e 2-15. Escreve-se:

Dy =bu. (3.136)

dt

Sendo que a, >0.

O seu diagrama de blocos repete-se a seguir.

L»bo—iO—>I s .

Nota-se que a saida y depende dela propria. Por isso se diz integrador realimentado.
Observe-se que se a entrada u for constante, y tendera para um valor constante. Este valor ¢
tal que iguala o valor de (b,/a,)u. Nesta condi¢do, a entrada do integrador ¢ 0 e y ¢
constante.

Vamos determinar a sua resposta total. Num modelo linear a resposta total ¢ a soma da
resposta livre com a resposta for¢ada. Para determinarmos a resposta forcada consideramos
todas as condi¢des iniciais nulas, mas para determinarmos a resposta total devemos
abandonar esta restricdo. Assumimos assim que y(0) # 0. Usando o teorema da derivacdo das

transformadas de Laplace, a equacdo (3.136) pode rescrever-se sucessivamente como:
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sY(s)—y(0)+a,Y(s)=bU(s)

(3.137)
(s +a,)Y(s) = y(0)+bU(s)
Donde retiramos
Y(s)= y(0)+ b Ul(s). (3.138)
+a, s+a,
Calculando a antitransformada de Y(s) obtemos y(¢)
y()=L"(Y(s)) = y(0)e ™ + L [b—‘) U(s)] . (3.139)
s+a,

Esta equagdo diz que a resposta total y(¢), do modelo (3.136) com condicdo inicial

y(0), a um sinal de entrada u(¢), ¢ a soma de duas componentes.

Resposta livre

A resposta livre € a componente:
y, ()= y(0)e ™" (3.140)

O termo resposta livre compreende-se, se observarmos que para u(1)=0 e y(0)=#0, a
resposta do modelo y(¢) =y, (¢) ¢ diferente de 0. Nestas condi¢des, 0 modelo descreve um
comportamento do sistema em que a variavel y evolui no tempo sem que a varidvel u a
influencie. Observe-se também que a resposta livre deste modelo nao depende de u.

Nas condi¢des consideradas (a>0), a resposta livre descrita por(3.140) ¢ uma
exponencial decrescente em modulo, com valor inicial y(0). A taxa de decaimento para 0 do
modulo da exponencial, depende do valor de a,. Como ja se referiu, esta grandeza deve ter as
dimensdes do inverso de um tempo, para que o membro esquerdo de (3.136) seja
dimensionalmente homogéneo. Define-se T =1/a, como a constante de tempo do modelo (ou

do sistema que ele descreve). Rescreve-se (3.140) como

y ()=y0)e . (3.141)

A taxa de decaimento da exponencial variard inversamente com o valor de 7. Este valor
tem a propriedade de se situar na intersec¢do, da recta tangente na origem a curva que
representa y, (¢), com o eixo dos tempos. Veja-se a Figura 3-3.

E de interesse conhecer os diferentes valores da resposta livre unitaria, y(0)=1, em

funcao dos instantes de tempo discreto # = kT

kT

@)=y, (kT)=y(0)e 7 =y(0)e* = ,k=0,1,2,... (3.142)
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Os valores desta sequéncia apresentam-se na tabela seguinte, modificando uma outra

semelhante no Capitulo 1, calculados com duas decimais significativas.

Tabela 3-2 Valores da resposta livre normalizada do integrador realimentado.

kT 0 1T 2T 3T AT 5T 6T 7T 8T
yu(kT) 1,00 0,37 0,14 0,05 0,02 0,01 0,00 0,00 0,00

Qualquer resposta livre, que se possa escrever na forma (3.140) ou forma (3.141),
apresenta esta sequéncia de valores de fracgoes do valor inicial y(0) nos instantes multiplos

da constante de tempo kT

kT
T
Y (KT) _ y(0)e " _ e k=012, (3.143)
y(0) y(0)
Veja-se a Figura 3-3.
1
0.8H \
06 \\
0.4} \‘\
0.2 \ i i | i
0 \‘ I : :
0 1 2 3 4 °

Figura 3-3 Fungdes exponenciais decrescentes do tempo em fung@o do parametro 7, para condigdo inicial 1.

Note-se que qualquer resposta livre tem um valor inferior a 5% do valor inicial, ap6s 37,
a2% apos 47 e a 1% apods 5T. Esta forma de ver a resposta livre ¢ muito util, por exemplo, na

analise de sistemas digitais, como se vera no seguimento.
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Resposta forgada

A resposta forgada € a componente:

ye(t)=L" [ U(s)j (3.144)
S+

a
Observamos que se u(t) #0 e y(0)=0, a resposta do modelo y(¢) = y.(¢) ¢ diferente de

0 devido a influéncia exercida na varidvel y pela variavel u. Esta observagdo permite

compreender porque se chama “resposta forcada” a esta componente da resposta.
A fungdo de transferéncia do modelo (ou do sistema que ele descreve) € :

by

H(s)= :
s+a,

(3.145)

O ganho em regime permanente desta fungdo de transferéncia ¢ K, :|H (0)| =b,/a,.

Usando este parametro, (3.145) pode escrever-se convenientemente como:

H(s)= a (3.146
s)= .
Ts+1 )
Esta forma de escrever tem a vantagem de explicitar os valores de K, e de 7.
A resposta forgada a entrada em impulso de Dirac ¢:
u(t)=906(t) —>
K 1 K . 3.147
yt)y=L" =2 [ =2 G.147)
Ts+ 1 T s+a, T
Observe-se que a resposta ao Dirac € idéntica a resposta livre se y(0)=K, /T .
A resposta forcada a entrada em degrau de amplitude u, ¢
u(t)=u,h(t) >
p U
H=L"—2 .2
(0= [T +1 s j
| . (3.148)
s s+a,
K, u, (h(t) - e_’/T) K, u, (1 e_”T)
Pondo y,, =K, u,, observa-se que a resposta ao degrau vem:
t
YO __7 (3.149)
yrp

E também 1til conhecer os valores desta funcdo para 7=4kT. Na Tabela 3-3 sdo

apresentados os seus valores calculados a 2 decimais com k variando de 0 a 7.
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Tabela 3-3 Valores da resposta forgada normalizada do integrador realimentado.

kT 0 1T 2T 3T 4T 5T 6T 7T &T
Y(kT)/y,, |0,00 0,63 0,86 0,95 0,98 0,99 1,00 1,00 1,00

Note-se que o valor de qualquer resposta forcada a um degrau estd a menos de 5% do
valor final, apds 37, a menos de 2% apds 47 ¢ a menos de 1% ap6s 5T. Esta forma de ver a
resposta forgada ¢ muito 1til, por exemplo, na andlise de sistemas digitais, como se vera no
seguimento.

A resposta forcada a entrada em rampa de declive v, é:

u(t)=v, v(t) - ﬁ[vo V(t)] ANEN

— Y
yo=L" [T +1 szj

=K v [' (——Z+ T j:. (3.150)

0
” s° s s+a,

v, (V(t) —Th(t)+ Te;J

=K, vo(t+T(e r —I)J

Na interpretacdo das ultimas expressdes em cada resposta, devemos recordar que

y(t)=0 para t<0.

Exemplo 3-10: constante de tempo da saida de um comutador electrénico.

Muitos dispositivos electronicos apresentam resisténcia R e capacidade C de saida. No caso do dispositivo
ser um comutador, como uma porta logica, que faz a tensao de saida v transitar entre 0 € um valor positivo
+V e vice-versa, a situacdo pode ser representada pelo esquema seguinte, em que se indica também as

A
R "4

evolugdes possiveis da tensdo v.

Suponha-se que os 2 interruptores S+ e SO ligam e desligam sincronizadamente, de forma que em nenhum
instante de tempo estdo ambos ligados ou desligados. Entdo, para v passar de 0 a +V liga-se S+ e desliga-se
S0. Isto significa que se aplicou um degrau de tens@o ao circuito RC na figura. Quanto tempo se deve

esperar para que v atinja o valor +V? Este é o chamado tempo de subida /, da saida em vazio. Consoante a
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aproximagdo desejada (5%, 2% ou 1%) pode ser tomado como 37, 47 ou 57.

Para v passar de +J" a 0, liga-se SO e desliga-se S+. Isto significa que o circuito RC na figura ficou em

resposta livre. Quanto tempo se deve esperar para que v atinja o valor 0? Este é o chamado tempo de

descida ¢ r da saida em vazio. Consoante a aproximagao desejada (5%, 2% ou 1%) pode ser tomado como

37T,4T ou 5T.

Modelo com tempo de atraso

Em muitas situagdes, por exemplo no caso do Exemplo 2-9, o modelo a considerar tem

um tempo de atraso puro:

YO+ 4030 =baut-T,).

Esta equagdo pode ser rescrita como:

o

— ()= K u=T,).

Entao:
TsY(s)+Y(s)= K},pU(s)eiST” :
A sua func¢do de transferéncia é:

H(s) _Ie) _ Ly .

= e
U(s) Ts+l1
A resposta deste modelo ao degrau de amplitude u,sera:

y) =K, (h(t—Ta)_e—O—Tﬂ)/r)'

O oscilador subamortecido

O oscilador amortecido ¢ um caso particular do modelo de segunda ordem:

y'+ay'+a,y=>byu.

(3.151)

(3.152)

(3.153)

(3.154)

(3.155)

(3.156)

Para que (3.156) represente um oscilador amortecido, devem verificar-se as seguintes

condigdes nos parametros: g, >0 e a, >0, satisfazendo a condi¢do a, <2,/a, ou, o que é

equivalente, a, <2a,.

Podemos escrever (3.156) de uma forma mais coémoda e compreensivel, introduzindo,
primeiro, a quantidade @, , dita a frequéncia natural de oscilagdo do sistema:

®, =./a, .

(3.157)

Em segundo, a quantidade ¢, dita o coeficiente de amortecimento do modelo ou do
sistema:

a

&=

20

n

(3.158)
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E em terceiro, a quantidade, K,,, ganho em regime permanente. Ela ¢ dada por:

K ==t (3.159)
Vamos ver que o valor destes pardmetros, permite caracterizar o comportamento do
sistema descrito pelo modelo. Com estes parametros podemos rescrever (3.156) como:

V'+2lwy +wly=K wu (3.160)

mn

Se calcularmos a fun¢do de transferéncia correspondente, obtemos:

K
He= 8o 2w 0<¢ <l (3.161)
U(s) s +20ws+,

Em (3.160) ou (3.161), desde que @’ >0, o modelo pode apresentar diferentes tipos de
amortecimento, consoante o valor de ¢ . Convém conhecer as seguintes designacdes:

i) Se ¢ =0, o modelo ¢ dito ndo-amortecido;

i1) Se, o modelo ¢ dito subamortecido;

ii1) Se ¢ =1, o modelo ¢ dito criticamente amortecido;

iv) Se ¢ >1, o modelo ¢ dito sobre-amortecido.

No caso que estamos a estudar, 0 < ¢ <1, os polos da fungdo de transferéncia sdo dados

por:

2¢w, 2wy —4a
_ 260, +(2¢w,)" — 4o, N (3.162)

1,2
2

Porque neste modelo se tem 0 < ¢ <1, os polos sdo complexos conjugados:

s, =—Cw, Tjo,1-¢7 . (3.163)

Veja-se a Figura 3-4. A quantidade @,/l-¢* simboliza-se por @, e chama-se
frequéncia amortecida de oscilagdo. A razdo ¢ a de ser este o valor de frequéncia angular dos
fendomenos oscilatérios descritos pelo modelo.

Observe-se que o, pode ser visto como um factor de escala:
51 =a)n(—§ij\/1—§2). (3.164)

Observe-se também que as componentes, reais € imagindrias, dos polos satisfazem uma

igualdade trigonométrica:

[Re(s,) ] +[Im(s,)) ] =@} (> +1-¢P) =} 1= 0] (3.165)
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ia)ﬂ
— _;,_'a)
J ! a)(l:a))lvl_é/z
=w,seng
Haw,
{ =cos¢
4 o
—C,

3 _j w,

- _j w,

Figura 3-4 Diagrama zero-polar do oscilador amortecido. Observe-se que {'e @, podem ser expressos em

funcdo do angulo ¢.

Isto significa que se ¢ variar no intervalo ]0,1[, mantendo-se @, constante, os polos

descrevem uma semicircunferéncia centrada na origem do plano s e tendo por raio @, .

Resposta livre

Vamos agora estudar a resposta livre de (3.160) para »'(0)=0. A dedugdo de y,(¢) ¢
algo fastidiosa, de forma que apresentamos apenas o resultado:

=L [ (0)s +2¢w,)

s’ +2lw,s+ 0!

J = y(O)Le{“’”’ sen(w,t + @) . (3.166)
seng

Em (3.166) é g=cos™' ¢ e m, =w,/1-¢* . A Figura 3-5 apresenta um exemplo. Vemos
que a frequéncia de oscilagdo @, serd sempre inferior a frequéncia natural de oscilagdo w,.

Tem-se também que
limy,(#)=0.

Portanto, o modelo ¢ estritamente estavel.
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1.5 .
w, =1
1 A
0.5 _
D JI‘I .
-0.5 _
1 ) S ) ) s )
0 2 4 6 g 10 12 14

Figura 3-5 Exemplo de resposta livre de um oscilador amortecido. A resposta livre, a trago continuo, é o
produto das duas fungdes do tempo representadas a tracejado. Observe-se que a amplitude das oscilagdes decai

exponencialmente com uma constante de tempo igual a 1/({w,). O valor de @, ¢ neste caso de

aproximadamente 0.94 rad/s.

Figura 3-6 Exemplo de resposta for¢cada ao degrau unitario de um oscilador amortecido.

Resposta forgada ao degrau unitario

A resposta for¢ada ao degrau do oscilador amortecido tem grande importancia pratica.

Omitindo, como fizemos para a resposta livre, os detalhes da dedugdo da sua expressao, ela

escreve-se:
K o 1 1

Hn=L" L Z =K | 1-———e““ sen(w t + 3.167

yr(®) s’ +2lo s+ s r”( sen ¢ (@, ¢)J (3.167)
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Sendo g=cos™ ¢ e @, =@,\/1-C* , como em (3.166).

A Figura 3-6 mostra a resposta ao degrau unitario do modelo exemplificado na

Figura 3-5. Tem-se que
ll_l;gyF(t) = Krp :

O que esta de acordo com o significado que atribuimos ao pardmetro K, em (3.159).

Muitos sistemas — ndo necessariamente descritos por (3.160) — apresentam respostas ao
degrau unitario semelhantes na sua forma a representada na Figura 3-6. E usual caracterizar
as respostas com esta forma pelo seguinte conjunto de parametros (examine-se a Figura 3-7
para referéncia):

Tempo de pico (2,): € o tempo necessario para a resposta atingir o seu valor maximo.

Valor de pico (3,): € o valor maximo da resposta.

Sobre-elevacdo (M,): € a razdo entre os valores de pico e em regime permanente da

resposta. M, =y,/y,,.

Sobre-elevacdo percentual (PO): esta quantidade ¢ designada por ‘percent overshoot’ na
literatura inglesa. Define-se por PO = M>< 100% .

yl"p

Tempo de estabelecimento (z,): ¢ o tempo necessario para a resposta ficar contida num
intervalo a volta do valor em regime permanente. Este intervalo é usualmente especificado
como 5% ou 2% do valor em regime permanente. Assim o tempo de estabelecimento a
5% ¢ o tempo a partir do qual se verifica y(¢) e[y, —0.05y,,,y,,+0.05y,]. O tempo de

estabelecimento a 2% ¢é o tempo a partir do qual se verifica

y)ely,-0.02y,,y,+0.02y, 1.

Para o modelo (3.160) pode mostrar-se que os parametros definidos acima dependem de

¢ e w, (logode w, =w,~1-¢? ) da forma traduzida pelas seguintes expressdes:

¢z
Mp:1+eﬁ

3.168
. (3.168)

PO =e " %100%

£ (a2%) = gi (2 5%) = ——
(0]

n a)n
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0 \ N

4, (5%) — &

Figura 3-7 Ilustrag@o de parametros comunmente usados para caracterizar a resposta ao degrau de modelos
estritamente estaveis (ndo necessariamente de segunda ordem e ndo necessariamente lineares).

3.5 Diagramas de blocos no dominio de Laplace

Os conceitos de fungdo de transferéncia e de transformada de Laplace da evolugdo temporal
de uma variavel podem ser aplicados aos diagramas de blocos. Num diagrama de blocos
temporal as setas representam varidveis e os blocos representam operadores temporais. Num
diagrama de blocos no dominio de Laplace, as setas representam transformadas de Laplace
de variaveis e os blocos representam fungoes de transferéncia de operadores. Veja-se a

Figura 3-8 para um exemplo.

Y(s)

L»bo—i@—»j y: U—(S>b()—i_O—>

Y | =

a) b)

Figura 3-8 a) Diagrama de blocos temporal do integrador realimentado. b) Diagrama de blocos no dominio de
Laplace do integrador realimentado. A funggo de transferéncia de um produto por constante é igual a constante.
A funcdo de transferéncia do integrador puro ¢é igual a 1/s.

Uma das razdes que tornam os diagramas de blocos em Laplace particularmente uteis € o
facto de um diagrama com varios blocos poder ser reduzido a um diagrama com um s6 bloco

e vice-versa. Através da redugdo, ¢ possivel modelizar um sistema complicado, se forem

conhecidas as fungdes de transferéncia dos seus subsistemas ou componentes.
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A reducdo ou expansao de diagramas de blocos faz uso de equivaléncias entre diagramas
baseadas em propriedades das transformadas de Laplace e pode ser sumariada em 5
equivaléncias. A primeira equivaléncia ¢ verdadeira para diagramas no dominio de Laplace
ou no dominio do tempo. As restantes podem ser estendidas ao dominio do tempo se for
definido um operador de derivagdao temporal com propriedades correspondentes as da
multiplicagdo pelo operador s no dominio de Laplace: existéncia de inverso, composi¢ao

soma e composi¢ao produto.

Equivaléncia de pontos de soma

A propriedade associativa da adi¢do permite reduzir pontos de soma ou expandi-los. A

expressao
Y(s)=U,(s)+U,(s)+...+U, (s) (3.169)

pode ser representada em qualquer forma que a propriedade associativa da adi¢do permita.

Veja-se a Figura 3-9 para um exemplo.

Ui(s) Ui(s)
U(s) Ua(s)
Us(s) V. (6 Us(s)
+
a) b)

Figura 3-9 Exemplo de equivaléncia de pontos de soma dada a associatividade da adigdo. O diagrama em b) ¢
equivalente ao diagrama em a).

Equivaléncia série

Suponha-se que num diagrama de blocos encontramos 2 blocos em série como mostra a

Figura 3-10a. Tem-se:

Y(s)=H,(s)X(s)

, (3.170)
X(s)=H,(s)U(s)
Substituindo a expressao de X(s) na primeira equagao obtém-se:
Y(s)=H,(s)H,(s)U(s) =[H H,](s)U(s). (3.171)

Ou seja, dois blocos em série sdo equivalentes a um s6 bloco cuja funcao de transferéncia

¢ o produto das fungdes de transferéncia de cada um.
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X Y Y
U(s) Hi(s) (S)= Hy(s) (s) U(s) (HLHD](s) | (s)

a) b)

Figura 3-10 Equivaléncia de dois blocos em série. A fung@o de transferéncia do bloco equivalente em b) iguala
o produto das fungdes de transferéncia de cada um dos blocos em a).

Equivaléncia paralelo

Suponha-se que num diagrama de blocos encontramos 2 blocos em paralelo como mostra
a Figura 311a. Tem-se:
Y(s)=H,(s)U(s)+H,(s)U(s). (3.172)
Aplicando a propriedade distributiva do produto em relagdo a soma obtém-se:
Y(s)=[H,(s)+ H,()U(s)=[H,+ H,](s)U(s). (3.173)
Ou seja, dois blocos em paralelo podem ser substituidos por um s6 bloco cuja fungao de

transferéncia ¢ a soma das fungdes de transferéncia de cada um e vice-versa.

> Hl(S)
+
Uis) | Y(s) Uls) (L +EL](s) | Y(s)
+
> HZ(S)
a) b)

Figura 3-11 Equivaléncia de dois blocos em paralelo. A fungdo de transferéncia do bloco equivalente em b)
iguala a soma das fungdes de transferéncia de cada um dos blocos em a).

Equivaléncia de um anel

Suponha-se que num diagrama de blocos encontramos 2 blocos formando um anel como
mostra a Figura 3-12a. Tem-se:
Y(s)=H(s)[U(s)£G(s)Y(s)]. (3.174)
A obteng¢do de um bloco equivalente ao anel obtém-se pela seguinte reescrita de (3.174):
Y(s)=H(s)U(s)x H(s)G(s)Y(s)
Y(s)FH(s)G(s)Y(s)=H(s)U(s) (3.175)
Y()[1F H(s)G(s)] = H(s)U(s)
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__ H()
1T H(s)G(s)

LU IO
I HGIs)

Y(s) U(s)

(3.176)

Consoante o sinal da soma algébrica de H(s)G(s)Y(s) ¢é positivo ou negativo diz-se que
o anel ¢ de realimentacdo positiva ou negativa. A redugdo de anéis de realimenta¢do negativa
¢ particularmente frequente e esta documentada na Figura 3-13. O caso particular de ser

G(s) =1, representado na Figura 3—14, merece também atengao especial.

U 3y [ LY v | _ne | v |
+ 1F[HG](s)
G(s) |«
a) b)

Figura 3-12 Redugdo de um anel de realimentacdo. A realimentacdo pode ser positiva (sinal +) ou negativa
(sinal -).

Uls e H(s) s) | Uls) H(s) | Ys)
By 1+[HG](s)
G(s)
a) b)

Figura 3-13 Reducdo de um anel de realimentagdo negativa. O denominador da fungdo de transferéncia
equivalente iguala 1 mais o produto das fungdes de transferéncia no anel.

\

U6 s~y e O Us) | _HEs) | ¥

_ 1+ H(s)

a) b)

Figura 3-14 Redugdo de um anel de realimentag@o negativa em que a realimentacdo € unitaria.
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Deslocamento de um ponto de soma algébrica

Na transforma¢ao de diagramas de blocos ¢ por vezes necessario obter um diagrama
equivalente em que um ponto de soma estd deslocado da saida de um bloco para a sua
entrada. Suponha-se a configuracio mostrada na Figura 3-15a. A expressdo de Y(s)
escreve-se:

Y(s)=U,(s)+H(s)U,(s). (3.177)

Como H(s)H '(s) =1 podemos reescrever (3.177) na forma:

Y(s)=H(s)H ' ()U,(s)+ H(s)U,(s). (3.178)

Pondo H(s) em evidéncia:

Y(s)=H(s)[H '(s)U,(s)+U,(s)]. (3.179)

A equagdo (3.179) descreve o diagrama na Figura 3—28b.

Us) G0 [ e
Ui(s) Hes) + Y(s) Ui(s) : H(s) Y(s)
+ +
a) b)

Figura 3-15 Deslocamento de um ponto de soma algébrica da saida de um bloco para a sua entrada.

O Exemplo 3-3 mostra a aplicacdo de todas as regras na reducdo do diagrama de blocos
do modelo LIT diferencial causal de primeira ordem:

V'+a,y=bu'+byu (3.180)

Exemplo 3-3: reduciio do diagrama de blocos do modelo diferencial de primeira ordem.

O leitor deve tomar em consideragdo que as equivaléncias entre pontos de soma devidas 4 associatividade

da adicdo ndo sdo explicitamente documentadas na sequéncia de diagramas.
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U(s)
\ 4 Y
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l + 1 l+ Y(s)
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aop <
U(s)

Ao

3.6 Exercicios
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Uls)
y Y
b1S b()
n l+ l Y(s) -
—_— S -
ap <
U
L blS+b0 > 1 &»
s+a,
U(s) bs+b, | Xs)
s+ Clo

3.1 Enuncie o problema da previsdo da resposta livre de um sistema que aceita um modelo LIT.

3.2  Diga quais dos seguintes problemas ddo origem a problemas de previsdo de resposta livre e quais ddo

origem a problemas de previsdo de resposta forcada.

i)  Um péara-quedista salta de um avido. Pretende saber-se com que velocidade vertical vai tocar no

solo.

i) Um condensador de 1 mF esta carregado a 5 V. Descarrega-se o condensador através de uma

resisténcia de 1 KQ. Qual a duragdo do intervalo de tempo necessario para que a tensiao aos seus

terminais seja inferior a 0.5V?

iiil) Um motor de corrente continua, que acciona uma carga mecanica rotativa, estd parado. E

alimentado a uma tensao de 100 V. Que velocidade maxima vai atingir?

iv) Um péndulo em suspensdo ¢ deslocado da sua posi¢do de equilibrio de 0.01 rad e a seguir ¢

largado. Com que frequéncia vai oscilar?
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3.3

34

3.5

3.6

3.7

3.8

3.9

3.10

3.11

3.12

3.13

3.14

v) Um automovel desloca-se numa estrada horizontal. Subitamente “cai” numa depressdo da estrada.

Que tipo de oscilagdes vao ser produzidas no habitaculo?
Esboce um grafico da funcdo indicada em (3.6).
Determine os valores do argumento da fungdo 1/s para os valores de s constantes da tabela na pagina 7.

Esboce um gréfico da fungdo b(f) que se obtém de (3.19)com n=2 e 5, =-1.

1
Mostre que a transformada de Laplace da fungdo f(f) =—e " sen(wt) se pode obter como a soma de
@

duas fraccdes cujos denominadores sdo respectivamente s+o—jw e s+o+jw. Compacte a

expressao da transformada numa tnica fracgdo. Esboce graficamente f(¢).

Mostre que a transformada de Laplace do impulso de Dirac é 1. Nota: considere o impulso de Dirac
como aproximado por uma funcéo i(¢) que é a soma de 2 degraus de amplitude 1/ ¢ —1/h, o primeiro
ocorrendo em ¢ =0 e o segundo atrasado do primeiro de 4 segundos; determine a transformada de ()

e o seu limite quando 4 — 0, usando a regra de L Hopital.

1

Determine as antitransformadas de Laplace das fungdes R(s)= :W,
s(s+

|
Soiheed S TW

Compare graficamente as fun¢des do tempo obtidas.

Um sinal causal u(r)=2sen4t € aplicado como entrada aos seguintes 3 sistemas com fungdes de

transferéncia:
1 K s+1
a)H(s)=—— b)H(s)=—— C)H(s)=
s+2 s+2 s+2

Determine a expressdo temporal das respostas forgadas para cada caso.

Suponha que no Exemplo 2-8 (sistema hidraulico) ¢ 4=2m’ e R, =200 m/m’/s. Suponha que
inicialmente o tanque esta vazio e que a motobomba produz um fluxo constante de agua. Qual deve ser

o valor deste fluxo para que o nivel de 4gua no tanque atinja I m em 5 min?

Determine a expressao geral da resposta de um circuito RC passa-alto (Exemplo 2-11) a uma entrada

em impulso de Heaviside.

Considere o sistema mecanico do Exemplo 2-14 (sistema mecanico com inércia, atrito ¢ elasticidade).
Admita que os valores dos pardmetros sdo M =1;8=2.5;K, =1 e que o sistema estd em repouso. Se
for aplicada ao sistema uma forga constante de 1 Nm, a evolugdo de x(¢) vai apresentar oscilagdes ou

nao?

Determine os po6los e os zeros das seguintes fun¢des de transferéncia, escreva-as na forma zero-polar,

desenhe o seu diagrama zero-polar e determine a sua resposta ao impulso de Dirac ou fungéo de peso:
1 2
a)H(S)=—; b) H(S)=S—2

210 d) H(s):SL e) H(s)=2—92.
s +25 s> +25s (s+2)(s” +25)

¢) H(s) =

Considere os diagramas zero-polares na Figura 3-8. Sem calcular antitransformadas, diga qual a forma
da resposta ao Dirac de cada uma (das familias) de funcdes de transferéncia representadas. Esboce

graficos de cada uma indicando valores que pode deduzir dos diagramas.
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3.15

3.16

3.17

3.18

3.19

3.20

3.21
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Repita o exercicio anterior para o diagrama zero-polar a A

.. o
direita.
Determine a estabilidade dos modelos exemplificados e X 1+
propostos nos exercicios do Capitulo 2. -1, % o,
Determine a estabilidade dos seguintes modelos: X 4+

2 2 2

H()=—— H(@)=——— H(s)=—5——

2 (s+1)° () s +7s+10 (s) s> +3s-10

Determine as expressdes do ganho em regime permanente ao degrau, quando possivel, dos modelos
exemplificados e propostos nos exercicios do Capitulo 2.
Um sistema mecénico tem a seguinte fun¢do de transferéncia:

CX(s) 16
CF(s) (s+1)’+16°

H(s)

Determine a amplitude de oscilagdo produzida na variavel de saida x(¢) em regime permanente por uma

evolugdo da forca aplicada na entrada dada por f'(¥) =0.5-sen(4¢) N .

Suponha um sistema para o qual se sabe que aceita como modelo o integrador realimentado. No
entanto, ndo se conhecem os valores dos parametros K, e 7. Um processo expedito de medir estes
valores serd aplicar a entrada do sistema um degrau de amplitude u, e registar num grafico a evolucdo

da saida y. Suponha que lhe entregam um grafico que resultou de uma experiéncia deste tipo.

a) Diga qual a forma que espera encontrar no grafico de y.

b) Diga, como a partir dos valores registados no grafico, determinaria K, e 7.

Uma antena parabolica orientavel, tem momento de inércia J, roda num meio de coeficiente
de atrito B, sob a ac¢do de um binario m. A antena estd presa a um ponto fixo por uma mola

cujo coeficiente de elasticidade de tor¢do é K.
a) Mostre que o modelo que relaciona a posig¢éo angular @ e o binario aplicado m ¢:
JO+BO+KO=m

b) Determine a fungdo de transferéncia do modelo. Se J=1, B=0.1, K= 0.25, determine a

posicao dos seus pdlos no plano s.

¢) Determine a frequéncia natural de oscilag@o, o coeficiente de amortecimento do modelo e
a frequéncia de oscilagdo amortecida.

d) Determine a resposta temporal da posi¢do angular da antena quando se aplica um degrau unitario de
binario e 6(0) = 0,6(0) = 0.

e) Nas condi¢des de d) qual o valor de #paraz=1 s. Qual o valor de ¢ em regime permanente? Qual o
valor da sobre-elevagdo percentual maxima (‘overshoot’) da posicdo da antena? Qual o tempo de
estabelecimento?

f) Qual o ganho em regime permanente do modelo?
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3.22

3.23

3.24

3.25

g) Se para um determinado instante de tempo apds a posi¢do angular da antena ter atingido o regime

permanente, se fizer nulo o binario aplicado: qual a evolug@o temporal da posicao da antena?

Um circuito LRC série com saida no condensador tem L = 1 mH e C =1 mF.

a) Determine o seu valor de frequéncia natural de oscilagéo.

b) Determine a condig@o que deve satisfazer o valor de R para que o circuito seja subamortecido.

¢) Determine os valores de R, para que seja, respectivamente, ¢ =2, =1, =0.7.

d) Determine o valor de R para que a sobre-elevagdo percentual méaxima (‘overshoot’) da tensdo no
condensador ndo exceda 1.1 V quando na entrada ¢ aplicado um degrau de tens@o unitario. Qual o

tempo de estabelecimento nestas condi¢des?

Um circuito com uma indutancia L em série com um paralelo RC tem como entrada uma tensao v; e
como saida v, tensdo aos terminais do condensador. Tem-se: L =5 mH e C = 500 pF.
a) Determine o valor da sua frequéncia natural de oscilagéo.

b) Determine o valor de R para que seja { =0,1.

¢) Se na entrada for aplicado um degrau de tensio qual o valor de sobre-elevacio percentual maxima
(‘overshoot’) da tensdo no condensador?

Suponha um sistema para o qual se sabe que aceita como modelo o oscilador amortecido. No entanto,

ndo se conhecem os valores dos parametros K,,, @,e ¢ Um processo expedito de medir estes valores

serd aplicar a entrada do sistema um degrau de amplitude u, e registar num grafico a evolugdo da saida

y. Suponha que lhe entregam um grafico que resultou de uma experiéncia deste tipo.

a) Diga qual a forma que espera encontrar no grafico de y.

b) Diga, como a partir dos valores registados no grafico, determinaria K,,, @, € &

Reduza o seguinte diagrama de blocos a um s6 bloco equivalente com entrada R(s) e saida Y(s) .

R(s) + C(s) 1 1 Y(s)
_ s +6.25 s

v

10s




